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Lésungsskizzen zu Ubungsblatt 2

Aufgabe 1

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (2,P(2)) und B € P(Q2) mit P(B) > 0.
Zeigen Sie, dass durch die Zuordnung

P( - |B): A P(A|B)

fir A € P(Q) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (£2, P(Q2)) definiert wird.
(3 Punkte)

Beweis. Da P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, gilt fir alle A € P(Q)

P(AN B)
P(B)

P(QN B)

P(AIB) = b = b

IN

wie wir in (i) unten sehen werden. Es wurde genutzt, das A C Q= AN B C QN B. Mit
(i) folgt, dass tatsichlich in [0, 1] abgebildet wird.
Wir iiberpriifen die Axiome von Kolmogorov.

(i) Da B C Q, gilt

PO B) =55 = 5 =
(ii) Fiir A € A gilt
P(AIB)z%zo,

da P(AN B) > 0 weil P ein Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und P(B) > 0 nach
Voraussetzung.

(iii) Seien nun A; € A, i € N paarweise disjunkt. Dann sind auch die Mengen A; N B
paarweise disjunkt und es gilt da P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, dass

( ) P((UZ,4)NB) _ P(UZ, (AN B))
P(B) P(B)

]P’A B) &
Zzl N Z]P)AlB

]

Kleiner Einschub fiir die Ubungsgruppe:

Unabhéngig davon, dass P(B) grofler als 0 sein muss und das schon ein Problem ist (Wir
miissten die o-Algebra einschréinken und wir betrachten momentan nur die Potenzmenge
als o-Algebra.), finden wir ein Gegenbeispiel zu der Aussage 'Die Zuordnung P(A| - ) :



B +— P(A|B) definiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (2, P(€2))’. Sei Q = {a,b}
fiir zwei Elemente a # b und A = P(Q2). Wir betrachten folgendes P auf .A.

1 1
Sei nun A = {a}. Dann gilt
P(ANQ) 1
TR 27 h
Also ist P(A | -) keine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (2, .A4).

P(A|Q) =

Aufgabe 2
Sei (©2,P(£2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B,C € P(Q).

(i) Zeigen Sie, dass die Ereignisse () und © von jedem Ereignis A stochastisch un-
abhéngig sind.

(ii) Zeigen Sie: Sind A, B, C' gemeinsam stochastisch unabhéngig, so sind sowohl AN B
und C' als auch AU B und C jeweils stochastisch unabhéngig.

(iii) Ein fairer Wiirfel (die Augenzahlen von 1 bis 6 werden liegen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit oben), werde zweimal unabhéngig voneinander geworfen (siehe Bei-
spiel 1.2 (ii) im Skript).

Wir definieren die folgenden Ereignisse.

A = ’Die erste Augenzahl ist gerade’,
B = ’Die zweite Augenzahl ist gerade’,
C' = ’'Die Summe der Augenzahlen ist ungerade’.

Zeigen Sie, dass die Ereignisse A, B, C' paarweise stochastisch unabhéngig, aber nicht
gemeinsam stochastisch unabhéngig sind.

(14242 Punkte)
Beweis. (i) Es gilt fiir A € P(Q)
P(AND) = PO)=0=P(A)-0=P(A)-P(0),
P(ANQ) = PA) =PA)-1=PA) - -P(Q).
(ii) Seien A, B,C gemeinsam stochastisch unabhingig. Damit sind auch A, B stochas-
tisch unabhéangig, und es gilt:

A,B,c stoch. unabh.

P((ANB)NC)=P(ANBNC) P(A) - B(B) - P(C)

A,B stoch. unabh. P(AN B) - P(C).

Also sind (A N B), C stochastisch unabhéngig.

Es ist

P((AUB)NC) = P((ANnC)u(BN(C))
= P(ANC)+P(BNC)—P(ANC)N(BNC)
= P(ANC)+P(BNC)—-P(ANBNC)

stoch. unabh. P(A) - P(C) +P(B) - P(C) — P(A) - P(B) - P(C)

4,5 stoch. unabh. (P(A) +P(B) — P(AN B)) - P(C)

= P(AUB) -P(C).
Damit sind (A U B), C stochastisch unabhéngig.



(iii) Wir modellieren einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) wie folgt.

QO =1{1,2,3,4,56}* = {(w,ws) : w; € {1,2,3,4,5,6} fiir i = 1,2},
A="P(Q),

und sei P die Laplace-Verteilung auf A. Damit ist jedes Ergebnis der beiden Wiirfelwiirfe
gleichwahrscheinlich. Ein Element (w,wy) € € hat die Interpretation: 'w; ist das
Ergebnis des ersten Wurfs, wy das Ergebnis des zweiten Wurfs’.
Nun gilt

A = {2,4,6} x{1,2,3,4,5,6}, #A=18,

B = {1,2,3,4,5,6} x {2,4,6}, #B=18.
und

C=({2,4,6} x {1,3,5}) U ({1,3,5} x {2,4,6}), #C =18.
Wir haben nun:
9 18 18
P(ANB)=P({2,4,6}*) = — = —.-— =P(A)-P(B

woraus folgt, dass A, B stochastisch unabhéngig sind (Das ist im Grunde auch direkt

aus der Aufgabenstellung zu entnehmen, in der gesagt wird, dass die beiden Wiirfe
unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden). Weiter haben wir

9 18 18
P(ANC)=1P({2,4,6 1,3,5}) =—==—-—==P(A)-P(C
(ANC) = P({2,4,6} x {1,3,5}) = = = = - 2= = B(4) - P(C),
woraus folgt, dass A, C' stochastisch unabhéngig sind. Analoges Vorgehen fiir B, C,
die dann ebenfalls stochastisch unabhéngig sind.

Allerdings gilt
P(ANBNC)=B(0) =0 # 5 = B(A) - B(B) - F(C),

womit A, B, C' nicht gemeinsam unabhéngig sind.

Aufgabe 3

Ein Wiirfel wird N-mal unabhéngig geworfen, wobei N eine zuféllige Zahl sei. Sei A,, das
Ereignis, dass N = n und S); das Ereignis, dass die Summe der geworfenen Augenzahl
gleich M ist. Des Weiteren mochten wir Folgendes annehmen.

(a) Fiir jeden der Wiirfelwiirfe gilt: Alle sechs Seiten liegen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit oben (Der Wiirfel ist fair),

(b) Fiir n € N gilt P(4,) = 5.

Wir mochten das obige Experiment modellieren.

(i) Geben Sie eine geeignete nichtleere Menge €2 von Stichproben und eine Abbildung
P: P(2) — [0,1] an, sodass (2, P(€2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist und (a)
und (b) erfiillt sind.

Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten.
(i) P(A2|S4),

(iii) P(S4|Aq), wobei Ag das Ereignis bezeichnet, dass N gerade ist.



Beweis.

(7 Punkte)

(i) Wir geben das Modell wie folgt an
Q={(wi,...,wny)|w; €{1,...,6},i=1,...,N,N € N}.
Jedes Element aus Q ist darstellbar als Tupel (wy, . ..wy) fiir ein N € N. Es ist klar,
dass
11 1
P{(wy, .. wy)}) = 6NN 1oF

gelten muss, da es 6V Mébglichkeiten gibt, wenn man N-mal wiirfelt und diese
Moglichkeiten alle gleichwahrscheinlich sind, wenn der Wiirfel fair ist.
Wir definieren also konsistent dazu P durch

P:P(Q) »R A > P({a}).

Das zweite und dritte der Axiome von Kolmogorov sind offensichtlich erfiillt. Wir
miissen noch zeigen, dass P(€2) = 1, da damit auch (zusammen mit der Definiti-
on) klar ist, dass P(A) € [0,1] fir alle A € P(Q). Wir schreiben Q wie folgt als
offensichtlich disjunkte Vereinigung

Q= U{wl,...,

neN

w; € {1,.

L6}i=1,...,n}.

Also konnen wir berechnen

:ZP({(wl,...,

neN

1 1
—an 7—§=fg

neN

wp)|lw; € {1,...,6},i=1,...,n})

—1=2-1=1.

Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (oder dem Satz von Bayes) gilt
P(S4]Az) - P(A,)
P(S4) '

Beachte, dass man mit mehr als 4 Wiirfelwiirfen nicht mehr eine Augensumme von
4 erreichen kann. Wir sehen sofort, dass

P(As|Sy) =

Sy =1{(4),(1,3),(2,2),(3,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(1,1,1, 1)}
Es gilt nun

1
P(S4|A1) = 5’
3
P(S4|A2) = G
3
P(S4|A43) = e
1
P(S4|A4) = 6o

11 13 13 11

P(S)=-—=+-——+4+-——+ —— =~ 0,106.
(50 =351 "3 T 1661 =
Damit berechnen wir insgesamt
5.1
P(A,|S)) ~ 2 ~0.0.197
(AafS0) ~ 1ok ~ 0,0,



(iii) Hier nutzen wir (wieder) die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit bzw. den
Satz von Bayes und dass die Wiirfelwiirfe selbst unabhéngig von N sind.

P(S4n Ag) Z:Lozl,n gerade P(S4|An) - P(A)

P(S4|Ac) = = =
P(Ag) anl,n gerade P(An)

Hier sind alle Summanden fiir A,, mit n ungerade weggefallen, da P(5,]A,),P(A4,) =
0. Die Sétze ist anwendbar, da alle A,, disjunkt sind und offensichtlich = J,,cx An-
Aus den obigen Uberlegungen wissen wir, dass die Summe im Zéahler nur zwei Sum-
manden hat. Wir erhalten insgesamt

P(S4]Ay) - P(Ag) + P(S4|Ay) - P(A T
P(S4|AG) _ (S4| 2) ( 2)Oo+ 1(5’4‘ 4) ( 4) — 6 41+ 64 16 ~ 0063
k=1 22F 1-1 1
O
Aufgabe 4

Sie seien nun Teilnehmer:in einer Spielshow und haben die Wahl zwischen drei Toren.
Hinter einem der Tore ist ein Auto, hinter den anderen jeweils eine Ziege. Die Objekte
wurden vor der Show zufillig auf die Tore verteilt.
Sie wihlen ein Tor. Daraufhin 6ffnet der Showmaster (Dieser weifl, was hinter den Toren
ist), ein anderes Tor (Hat er zwei Moglichkeiten, wéhlt er aus beiden mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit). Er fragt Sie nun, ob Sie ihre Entscheidung dndern mochten. Ist es von
Vorteil, das andere Tor zu wéhlen?
Definieren Sie zur Losung die Ereignisse A; := "Hinter Tor i ist das Auto’ und B; :=
"Moderator 6ffnet Tor j’. Driicken Sie nun die (bedingten) Wahrscheinlichkeiten eines Ge-
winns mittels A; und B; fiir 7,5 = 1,2, 3 aus.

(3 Punkte)

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass wir Tor 1 gewéahlt haben, da die Objekte
vor der Show zuféllig auf die Tore verteilt werden. Es gilt insbesondere

P(Ai)zg

fiir i = 1,2, 3. Ebenso sagen wir 0.B.d.A., dass der Moderator Tor 3 6ffnet (Das Problem
ist symmetrisch). Auerdem gilt fiir die Wahl des Moderators:

1
P(Bs3|A;) = 5

denn er entscheidet sich ’zuféllig’ mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir Tor 2 oder Tor 3,
wenn hinter Tor 1 bereits der Preis ist,

P(B3]A42) =1, P(B3]A43) =0,

da er nicht das gewinnende Tor 6ffnen kann.

Wir interessieren uns nun fiir den Vergleich der Wahrscheinlichkeiten P(A;|B3) und P(As|Bs).
Auf Basis dessen kénnen wir entscheiden, ob es sinnvoller ist, zu wechseln, oder nicht. Wir
benutzen zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten die Formel von Bayes. Offensichtlich
gilt 2 = A; U Ay U A3 und die A; sind paarweise disjunkt.

_ P(4,NBy) P(Bs|Az) - P(Ap)
P(Az|By) = P(Bs)  P(Bs|Ay) - P(A;) + P(Bs|As) - P(Ay) + P(Bs|As) - P(As)
1 2

E+140 3



und mit der gleichen Technik (oder P(As|Bs) + P(A;|B3) = 1) erhalten wir
1
P(A[Bs) = 3

Damit ist es sinnvoller, das Tor zu wechseln und nun Tor 2 auszuwéhlen, da die Wahr-
scheinlichkeit grofler ist, dann zu gewinnen. O



