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Lésungsskizzen zu Ubungsblatt 5

Aufgabe 1
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine stetig verteilte Zufallsva-
riable.

(i) Sei X ~ RJ[0,1], d.h. X ist gleichverteilt auf [0, 1].

(a) Berechnen Sie die Verteilung von Y := —2log(X).
(b) Berechnen Sie die Dichte von Y; := X2

(i) Sei X ~ &(N), d.h. X ist exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie
die Verteilung von Y := a X, wobei o > 0.

(14241 Punkte)

Beweis. (i) (a) Wir benutzen Satz 6.16 iiber die Transformation von Zufallsvariablen.
Wir haben Y; = ¢(X) mit g(x) = —2log(z). g ist stetig differenzierbar und
streng monoton fallend. Damit gilt fiir die Dichte von Y7, dass

Fily) = \ )|

Hier ist fx(z) = 1jpq(z). Und nun ¢ '(y) = exp(—y/2) offensichtlich, also
%g_l(y) = —1 exp(—y/2). Damit

1 1
vi(¥) = Tjo<exp(—y/2)<1} * 3 exp(—y/2) = 3 exp(—y/2) - Liy>o0},

das ist die Dichte einer £(1/2)-Verteilung, d.h. Y; ~ £(1/2).
(b) Wir gehen wie in der (a) vor. gy : [0,1] — [0,1],z + z? ist auf [0, 1] streng
monoton steigend und stetig differenzierbar. Nun ist g5 ' : y \/y und a% g5 "

Y 5 f Fiir die Dichte von Y; gilt fiir y € [0, 1] also

Fra(y) = fx (95" () - ‘a—ygz‘l(y)-‘

= Lo (vYy) - %
1

= Lp(y) - NG

Fiir die Ubungsgruppe:

Wire nun X ~ R[—1, 1], konnte der Satz der Vorlesung nicht benutzt werden,
da die Funktion z — 22 nicht streng monoton ist. Wir wiirden die Verteilung
héndisch berechnen. Die Dichte von X lautet fx(z) = $11_11)(x), die Vertei-
lungsfunktion entsprechend fiir z € [—1,1], dass Fy(z) = -, Wir erhalten

fiir die Verteilungsfunktion von Y fiir y € [0, 1] folgendes
Fo(y) = P(Ya<y) =P(X* <y) =P(X* <y, X >0)+P(X* <y, X <0)
= PO<X<y)+P(—/y<X<0)=2P0<X <.y

- (- r0) (5] -



Fiir die Dichte erhalten wir durch Ableiten
B 1
2\/?

Da X € [—1,1], ist Yo = X% € [0, 1]. Fiir y € R \[0, 1] gilt daher fy,(y) = 0.
Alternativ kénnte ein Symmetrieargument diese Aufgabe auf den selben Fall
wie in dem eigentlichen Problem (b) zuriickfiihren.

fva(y) = Fy,(y)

(ii)) Wir konnen hier direkt die Bermekung 6.15 aus der Vorlesung iiber die linearen
Transformation von Zufallsvariablen mit b = 0 und a = « benutzen. Es gilt fiir die
Dichte von Y, dass

1, ye A A A A

= — —) = — —_— ]]_ o = — _— ]]_ R
Ty (y) an(a) anP( ay) {y/a>0} anP( ay) (v>0}

das ist die Dichte einer £(\/a)-Verteilung.

Aufgabe 2

Sei () eine nichtleere Menge.

(i) Beweisen oder widerlegen Sie, ob die folgenden Mengensysteme o-Algebren sind.

A = {ACQ: Aendlich oder A° endlich },
A, = {ACQ: A abzihlbar oder A° abzihlbar }

(ii) Sei I eine Indexmenge und {A4;};c; eine Menge von o-Algebren iiber ). Zeigen Sie,
dass der Durchschnitt ()., A ;== {ACQ:Viel:Ac A} wieder eine o-Algebra
iiber 2 ist.

(iii) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Vereinigung zweier o-Algebren iiber 2
keine o-Algebra mehr sein muss.

(iv) Sei nun 2 = R. Zeigen Sie, dass die Borelsche o-Algebra B := A(€) mit £ = {[c,d] :
¢,d € R} auch von folgenden Mengensystemen &; erzeugt wird, d.h. B = A(&;) fiir
i=1,2,3.

E ={(a,b) :a<b}, &E={UCR:Uoffen}, & ={(—o0,a]:aeR}

(2+1+1+3 Punkte)

Beweis. (i) A; ist im Allgemeinen keine o-Algebra. Sei dazu 2 = N. Dann betrachte
fir alle n € N die Menge A,, := {2n}. Diese sind alle endlich; Sie bestehen nur aus
einem Element, d.h. A, € A;. Also sollte |J,,cy An = {2n : n € N} € A, gelten. Dies
ist nun eine unendliche Menge, die Menge der geraden Zahlen. IThr Komplement

(UA"> =N\{2n:n e N} ={2n—1:n € N},

neN

die Menge der ungeraden Zahlen, ist ebenfalls unendlich. Damit ist | J, .y An € A,
was im Widerspruch zur Definition einer o-Algebra steht.

As ist eine o-Algebra. Zu zeigen sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra iiber
Q.



e Es ist Q¢ = () abzéhlbar. Daher ist Q € A,.

e Sei A € A,.
Fall 1: A abzédhlbar. Dann ist A = (A€)¢ abzdhlbar, d.h. A¢ € As.
Fall 2: A¢ abzihlbar. Dann ist A¢ € As.

e Seien {A, }hen C As.

Fall 1: Fiir alle n € N gilt, dass A, abzdhlbar ist. Dann ist UnGN A, als
abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen wieder abzéhlbar, d.h. |, . An €
As.

Fall 2: Es gibt ein n’ € N mit A, ist nicht abzdhlbar. Da A, € A,, muss dann
A¢, abzihlbar sein. Es folgt mit den de Morganschen Regeln, dass (U,,cx An)c =
Mnen A5 abzéhlbar ist, da mindestens eine Menge im Durchschnitt enthalten
ist, die nur abzahlbar viele Elemente enthélt. Es folgt |J, .y An € As.

(ii) Sei {A;}ier eine Familie von o-Algebren. Wir zeigen, dass [
Algebra ist.

e Ai wieder eine o-

e Fiiralle i € I gilt, dass Q2 € A;, da A, alle o-Algebren sind. Somit Q € (., A;.

o Sei A € );c; Ai- Dannist A € A; fiir alle ¢ € I. Es folgt, das A; alle o-Algebren
sind, dass A° € A; fiir alle ¢ € I. Damit ist A° € (),.; A;.

e Seien nun {A, }nen C (;e; Ai- Dann folgt {A, }pen C A, fiirallei € 1. Da A; o-
Algebren sind, folgt |J,,cy An € A, fiir alle ¢ € I. Damit ist J, . An € Nies Ai-

(iii) Sei Q= {1,2,3}.
A = {0,{1},{2,3},Q},
Ay = {0,{1},{2},{2,3},{1,3},Q}

A; ist eine o-Algebra, A, ist keine o-Algebra.

Beweis. A; ist eine o-Algebra, denn:
e Qc .Al,
e Sei A € Ay. Dann ist jeweils A° € A, wie man im Folgenden sieht:

0°= Qe AL {11 ={2,3) € A, {2,3)° = {1} € A, =D € A

e Da A; nur aus endlich vielen Mengen besteht, miissen wir nur endliche Ver-
einigungen untersuchen. Vereinigungen mit () und €2 miissen nicht untersucht
werden, da das Ergebnis dann entweder gleich bleibt oder ganz 2 wird, was
ebenfalls in A; enthalten ist. Es bleibt also nur eine einzige Vereinigung zu
untersuchen: Fir A; = {1}, Ay = {2,3} gilt

ATUA, =Q e A,
womit auch die dritte Eigenschaft einer o-Algebra gezeigt ist.
A ist keine o-Algebra, da {1}, {2} € A,, aber {1} U {2} = {1,2} € As. O
Wihle
By = {0,{1},{2,3}, 9},
By = {0,{2},{1,3},Q}.
zwei o-Algebren (siehe Einschub A;). Aber
B U By = As,

was keine o-Algebra ist.



(iv) Angenommen, wir haben & C A(E) gezeigt. Weil A(&) die kleinste o-Algebra ist,
die & enthélt und A(E) eine o-Algebra ist, muss A(E;) C A(E) gelten.
Wir miissen also nur & C A(€) und € C A(&;) zeigen, damit A(&) C A(€) und
A(€) C A(&) folgt, d.h. A(&) = A(E).

o & C A(E): Das bedeutet, wir miissen ein beliebiges Element (a,b) € £ mit
a < b durch Elemente von £ darstellen. Hier gilt

(a,b) = [a+%,b— %] € AE).
TLEN\_EE_/

o £C A(&): Sei [¢,d] € £. Dann ist

1 1
[c,d] = ﬂ (c— ﬁ7d+ﬁ) € A(&)
NEN N ———’
c&
Man beachte, dass auch abzdhlbare Schnitte (nicht nur abzdhlbare Vereini-
gungen) wieder in der o-Algebra enthalten sind. Das folgt direkt aus den de
Morganschen Regeln.

Da wir nun bereits wissen, dass A(&;) = A(E) = B gilt, werden wir im Folgenden
A(&) = A(&)) zeigen anstatt A(E) = A(E).

o & C A(&): Sei U € &, d.h. U C R offen. Fiir jedes x € U N Q wihle ¢, > 0
sodass (z — €,,2 +&,) C U. Das geht gerade wegen der Definition von U als
offene Menge. Dann ist

U= |J (@—cz+e) € A&)

zeUNQ ggl

o & C A(&): Sei (c,d) € &. Dann gilt trivialerweise (c,d) € & C A(&;), da
(c,d) offen ist.

Wir gehen fiir die dritte Menge an Erzeugern wieder wie bei &; vor.

o & C A(E): Sei (—o0,al € . Dann gilt
(—o0,a] = we A(E).

neN cs

o £ C A(&;): Sei [¢,d] € £. Dann gilt

(—o0,¢) = U (—o0,c— l] € A(&s),

HGNA,_TL/
€&s
und daher
le,d] = (00, d)\(=00,¢) = (—00,d] N (~09, ) € A(£s).
O
Aufgabe 3

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine stetig verteilte Zufalls-
variable mit stetiger, iiberall positiver Dichte fx. Sei Fx : R — R die zugehorige Ver-
teilungsfunktion. Zeigen Sie, dass Y := Fx(X) ~ R]0, 1], d.h. Y ist gleichverteilt auf [0, 1].

(3 Punkte)



Beweis. Wir benutzen den Satz 6.16 iiber die Transformation von stetigen Zufallsvaria-
blen. Beachte, dass nach Definition gilt: Fx(z) = ffoo fx(z)dz. Da fx stetig ist, ist
Fx nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stetig differenzierbar. Da
fx > 0 iiberall ist, ist Fx : R — [0, 1] streng monoton wachsend und besitzt daher eine
Umkehrfunktion Fi!' : [0,1] — R. Nach Satz 6.16 gilt fiir die Dichte von Y fiir y € [0, 1],
dass

_ o
Frly) = Fx(F ) - |5 F' )] 1)
Nach dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion und F%(z) = fx(z) gilt

o ., . 1 1
o W= E ) T R 2

Das kann auch hergeleitet werden, indem man Fy'(Fy (7)) = z nach z mit der Kettenregel
ableitet. Dann folgt %Fgl(Fx(x)) - Fy(z) = 1.
Eingesetzt in (1) folgt fiir y € [0, 1] dann

Frlo) = PP [ P = 1

Da offensichtlich Fx(X) € [0,1] gilt, ist fy(y) = 0 fiir y € R\[0, 1]. Insgesamt erhalten

wir
Fr(y) =Tpu(y),
was die Dichte einer Gleichverteilung auf [0, 1] ist, also Y ~ U[0, 1].

Aufgabe 4

Eine Forschungsgruppe untersucht die Halbwertszeit von %°Co. Die bisher vermutete Halb-
wertszeit betragt \g = 5.2714 Jahre. Die Forscher beobachten nun in einem Experiment
eine Halbwertszeit von X = 13 Jahren.

In ihrem Modell nehmen die Forscher an, dass die Halbwertszeit exponentialverteilt ist
mit Parameter $, fiir A > 0, d.h. X ~ &(5) =: Py. Die Forscher wollen basierend auf ihrer
Messung nachweisen, dass die wahre Halbwertszeit grofier als die bisher vermutete ist.

(i) Sei zunéchst Ay > \g fest gewahlt. Formulieren Sie den Neyman-Pearson-Test ¢* :
R — {Hy, Ha} aus Satz 6.18 fiir die Py-Verteilung zu den Hypothesen

Hy: X=Xy gegen Hy: A=)\

zum Niveau a € (0,1). Vereinfachen Sie dann diesen Test mittels der Technik der
monotonen Dichte-Quotienten.

(ii) Begriinden Sie, warum ¢* aus (i) auch ein gleichméBig bester Test zum Niveau «
fiir die Hypothesen
Ho:A=X gegen H):\> X\

1st.

(iii) Die Forscher wollen den peinlichen Fehler, falsch zu liegen, nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 5% begehen. Werden sie sich auf Basis ihrer Beobachtung X und
dem Test ¢* dazu entscheiden, ihre Ergebnisse zu publizieren?

(4 Punkte)



Beweis. (i) Wir untersuchen Verteilungen Py = Exp(5) mit Dichten fy(z) = + exp(—5)L{z>0}-

(i)

(i)

Laut dem Neyman-Pearson-Lemma 6.18 lautet der Neyman-Pearson-Test zum Ni-
veau « € (0,1) fiir die Hypothesen Hy : A = A\g gegen Hq : A = Ay

¢" R —{0,1}, ¢(z) = {é égi i z ,

wobei L(z) := ;il—g; der Likelihood-Quotient ist und Py, (¢* = 1) = a gelten muss.
0

Hier haben wir fiir > 0, dass

)
L(x) = = —-€ex x| ——— .
N R W G GHRD Y
Da Ay > Ao > 0 und /\io — /\il > 0, ist der Likelihoodquotient L(x) monoton wachsend
in x und der Test vereinfacht sich zu

1, z>c
0, z<c’

¢" R = {01}, ¢"(z) = { (2)

mit
o = ]P>>\O(¢* = 1) = ]P))\o({x > C*}) =1- ]PAO(_OO’C*]) =1- F)\O(C*)7

wobei F)\(z) = <1 - e‘§m> I{z>0y die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

mit Parameter % ist. Da fiir ¢* < 0 offensichtlich keine Losung existiert, nehmen wir

¢* > 0 an und finden damit die Losung
a=e % St =)y In(). (3)

Wie man an (2) und (3) sieht, hingt der gesamte Test ¢* nicht von der konkreten
Wahl von Ay > Ay ab. Fiir jedes A\; > A9 und Hypothesen

Hy: X=Xy gegen Hy: A=)\

erhalten wir also denselben Test ¢* mit der Optimalitdtsaussage: ¢* minimiert den
Fehler 2. Art Py, (¢ = 0) unter allen Tests ¢ mit Fehler 1. Art Py (¢* = 1).
Damit ist ¢* gleichméfig bester Test fiir die Hypothesen

Ho: X=X gegen H):\> ).

Mit der Bemerkung iiber den peinlichen Fehler wird ein Niveau a = 0.05 fiir den
Fehler 1. Art vorgegeben. Die Hypothesen wurden in der Aufgabenstellung (i) schon
richtig definiert, damit der peinliche Fehler wirklich dem Fehler 1. Art entspricht.
Wir erhalten damit

" =—X-In(a) = 15.8.

Das bedeutet, der Test ¢* liefert fiir die Beobachtung X = 13 trotzdem ¢*(X) = 0.
Das bedeutet, der Test verwirft die Nullhypothese A = A\g nicht. Die Forscher kénnen
also auf Basis des Tests ¢* und ihrer Beobachtung X zum Niveau o = 0.05 nicht
nachweisen, dass die Halbwertszeit tatséchlich grofier ist. Sie sollten ihre Ergebnisse

besser nicht publizieren.
O



