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Aufgabe 1

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen,
deren Erwartungswerte existieren.

(i) Es gelte X > 0, d.h. fiir w € 2 gilt X(w) > 0. Zeigen Sie, dass E[X] > 0.
(ii) Es gelte X > Y. Folgern Sie, dass E[X] > E[Y].
(iii) Falls E[X?] < oo so gilt fiir a € R
E[(X — a)?] > B[(X — E[X])?]
mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ = E[X].
(14142 Punkte)

Beweis. (i) Man benutze die Bemerkung iiber Erwartungswerte nach Definiton 7.1 aus
dem Skript. Wegen X (w) > 0 fiir jedes w € ) ist

ELX] = 3 X (@)P({w}) = 30 P({w}) = 0.

(ii) X > Y impliziert Y — X > 0. Es folgt mit (i) und Satz 7.8
0 <E[Y — X]
=E[Y] - E[X]
(iii) Es gilt
E[(X —a)?] = E[((X — E[X]) + (E[X] — a))’]
=E[(X - E[X]))* + 2(X — E[X]) (E[X] — a) +(E[X] - a)’]

(S
=E[(X — E[X])?] + 2(EX — a) E[X — E[X]] +E[(E[X] — a)?]
=E[X]-E[X]=0
= E[(X — EX)?’] + (E[X] — a)?
>0

> E[(X — E[X])*].

Die Eindeutigkeit folgt, da fiir z,y € R bekanntermafien (z — y)*> = 0 genau dann,
wenn r = y.

]

Aufgabe 2

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable auf diesem Wahr-
scheinlichkeitsraum.



(i) Sei X : 2 — N eine diskrete Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass
EX] =) P(X >n).
n=1

(ii) Berechnen Sie unter Verwendung der Resultats aus (i) den Erwartungswert im Falle,
dass X ~ G(p) eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p € (0, 1)
1st.

(iii) Falls X nichtnegativ und stetig verteilt ist mit Verteilungsfunktion Fy, so kann man
mit dhnlichen Mitteln wie in (i) zeigen, dass

BX] = [ (1 Fxla)ds, 1)

Berechnen Sie mittels (1) den Erwartungswert einer exponentialverteilten Zufalls-
variable X ~ £(A) mit Parameter A > 0.

(241+1 Punkte)

Beweis. (i) Es gilt nach Vorlesung fiir eine N-wertige Zufallsvariable X, dass

EX] = > n-P(X=n)) > P(X=n)=)Y Y PX=n)ljw
_ Y P(X =n)lpgeny = > P(X=n)=)Y P(X>k)
k=1 n=1 k=1 n=k k=1

Es folgt
n—1 n—2
P(X<n-1)=) PX=k=p-> (1-p)
k=1 k=0
1—(1—p"! 1
= =1-—(1—p)"
g (1-p)

dh.P(X>n)=1-P(X<n—-1)=(1-p" "
Hier wurde die Formel fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe genutzt:
Fiir g € (0,1) und I € N gilt:

q = —/——.
i=0 1—q
I+1 4

Diese is bekannt oder leicht nachzuweisen mit ¢ - Zf:o ¢=>:"0q¢ -1
Damit haben wir



(iii) Die Verteilungsfunktion von X ~ £(A) lautet

Fx(llj') = 1 — 6_>\w1{x20}

fiir z € R. Damit folgt

oo

E[X]:/Ooo(l—FX(x))dx:/Oooe‘de: {_;e—ﬂ :%.

0

Extra fiir die Ubung:
Die Dichte von X lautet fy(z) = Ae *1y;>0. Der Erwartungswert berechnet sich
durch

E[X] = /Rx - fx(z)de = )\/000 ze Mdr

— |: — ;L’e_)‘mi| > —+ / 1- e_Ade?
0 0

o4k

]

Aufgabe 3 (a) Wir betrachten einen Kreis mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung

(0,0) und Radius 1. Nun wird ein Punkt Z auf der oberen Hélfte der Kreislinie
zufillig ausgewahlt, wobei jeder Punkt auf der oberen Hélfte der Kreislinie mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit in Frage kommt. Sei A die Fléache des Dreiecks, das von
den Punkten (0,0), (0,1) und Z gebildet wird. Berechnen Sie den Erwartungswert
und Varianz von A.

Auf einem Tisch liegen 10 Furo. In jedem Spielzug werfen Sie eine Miinze mit unbe-
kannter Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1) fiir 'Kopf’. Werfen Sie 'Kopf’, erhalten
Sie den gesamten Geldbetrag auf dem Tisch und das Spiel ist beendet. Werfen Sie
"Zahl’, wird der Geldbetrag auf dem Tisch halbiert.

Sei X der Geldbetrag, den Sie bei diesem Spiel erhalten. Berechnen Sie den Erwar-
tungswert von X. Wie grof§ sollte p sein, damit Sie im Durchschnitt bei diesem Spiel
mindestens 5 Euro gewinnen?

In einem Spiel ziehen Sie ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit n von 1 bis n durch-
nummerierten Kugeln. Das Spiel ist beendet, sobald ein gezogener Wert kleiner ist
als der zuvor gezogene Wert. Vor jedem Zug erhalten Sie einen Euro. Wie viel Euro
werden Sie im Mittel erhalten?

Hinweis: Definieren Sie fir k =1,...,n Zufallsvariablen

X - {1, Sie diirfen den k-ten Zug durchfihren,
k=

0, sonst.

und stellen Sie den Gewinn eines Spiels durch die X dar.
(242+2 Punkte)

Beweis. (a) Wir stellen Z dar als

Z = (cos(¢),sin(¢))

mit ¢ ~ U0, 7]. Denn wenn Z gleichverteilt auf dem oberen Halbkreis ist, so ist also
der Winkel des Punktes gleichverteilt auf [0, 7]. Die Dichte ergibt sich als f;(¢) =



L110.x)(¢). Die Strecke zwischen (0,0) und (0,1) hat Lénge 1. Das Lot von Z auf
ebendiese Strecke ist entsprechend | cos(¢)|. Damit betréigt die Fliche des Dreiecks

A(9) = 5 cos(9)].

Fiir den Erwartungswert erhalten wir:

E[A(¢)]

S cos(0)]

/|cos - fo(d)dep = — /\cos )|do
1

/2 1

: /0 cos(¢)dé = = [sin(6)]" =

T T 0 T

Weiterhin erhalten wir wegen cos(2¢) = cos?(¢) — sin*(¢) = 2cos?(¢) — 1 =
cos?(¢) = 2(1 + cos(2¢)), dass

E[A(¢)’]

Damit ist

1

— EE[COSQ(QM] = - /Rcosz(gb) - fo(o)de = % /07T cos?(¢p)de

4

/2 /2
_ 9. % - %/0 (14 cos(26))dé — %[¢+%sin(2¢)]o/ _ é
vmmwnzmmwﬂ—mmwﬁzé—g.

(b) Der gewonnene Geldbetrag hat die Darstellung X = (1) - 10, wobei Y ~ G(p)

2

geometrisch verteilt ist mit Parameter p € (0, 1) mit der Dichte

PY =k)=p-(1-p)""

fir k € N. Da Y die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg zahlt, ist ¥ = 1,
selbst wenn wir im ersten Zug bereits 'Kopf’ werfen. In diesem Fall wiirden wir
aber die gesamten 10 Euro bekommen. Daher muss im Exponenten von 1 in der
Darstellung von X ein 'Y — 17 anstatt Y’ stehen.

Fiir den Erwartungswert von X erhalten wir

also

2

10-E

I

G

k=1
) > (1—p>k ) 1 2p
—_— p— 1_
—~\ 2 1—(58) L+p
20
E[X]= 2.
1+p

Im Durchschnitt mindestens 5 Euro gewinnen, bedeutet, dass E[X]| > 5. Das wird
erreicht durch

E[X] > 5

20p
1+p

OJI»—t

>5 & 200>25+4+5p & p>



(¢) X sei die Zufallsvariable, die den Gewinn in Euro modelliert. Es gilt

X =Y X
k=1
und demzufolge
E[X] =) E[X)] =) P(X;=1).
k=1 k=1

Seien Y7, ..., Y, die Nummern der gezogenen Kugeln. Da zuféllig aus der Urne gezo-
gen wird, ist jede Verteilung der Nummern 1, ..., n auf Y7, ..., Y,, gleichwahrscheinlich.
Fiir £k =1, ...,n lasst sich die Zufallsvariable X} nun auch darstellen als

1, i<Yo<.. <Yy,
X =
0, sonst

Wir brauchen die Summe hier nur bis Y;_;, da der k-te Zug ja schon durchgefiihrt
werden darf, wenn bis zum (k — 1)-ten Zug alles aufsteigend war.
Es gilt also

P(Xk = 1) = P(Yi < ... < Yk71)~

Aufgrund der entsprechenden Eigenschaften fiir Y7, ..., Y, sind auch alle méglichen
Verteilungen der Nummern auf die Y7, ..., Y1 gleichwahrscheinlich. Da fiir die Be-
rechnung der obigen Wahrscheinlichkeit nur die Reihenfolge und nicht die konkre-
ten Werte der Y; wichtig sind, konnen wir uns auf eine vereinfachte Berechnung
zuriickziehen. Es gibt insgesamt (k — 1)! Moglichkeiten fiir die Anordnung der
Y1, ..., Yi_1. Nur eine einzige davon aber gewéhrleistet Y < ... < Y;_1. Da alle
Anordnungen die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, gilt

1
PXp=1)=PY1 <..<Yy )= .
(X =1) (Y1 < ... <Ye) &k —1)!
Damit gilt insgesamt
n n—1
1 1
EX| = = —
X] k—1)! e
k=1 k=0
fiir n — oo.
O
Aufgabe 4

Seien m,n € N. Eine Gruppe von n (perfekten) Jager:innen schiefit auf m Enten, wo-
bei sich jede:r Jéager:in sein Opfer zufillig und unabhéngig von den anderen Jéger:innen
auswahlt. Insbesondere kann eine Ente also von mehreren Jiger:innen ausgewéhlt werden.
Sei X die Anzahl der bei diesem Massaker iiberlebenden Enten.

(a) Berechnen Sie Erwartungswert von X.
Hinweis: Nummerieren Sie die Enten von 1 bis m und definieren Sie das Ereignis
A; == "Die i-te Ente tiberlebt”. Driicken Sie X durch die Zufallsvariablen X; := 14,
aus.

(b) Berechnen Sie die Varianz von X.

(¢) Sei nun m = n = 50. Nutzen Sie die Tschebyscheff-Ungleichung und die Ergebnisse
aus (a), um ein Intervall [mq, msy], my, ms € N, anzugeben, in dem mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 90% die Anzahl der {iberlebenden Enten liegt.

Anmerkung: Solch ein Intervall wird auch 90%-Konfidenzintervall genannt.



(242+2 Punkte)

Beweis. (a) Wir nutzen die Notationen aus dem Hinweis. Dann gilt

und die erwartete Anzahl an iiberlebenden Enten ist:

E[X] = E[iX} - iE[Xi] - i]P’(AZ-).

i=1

Um den Erwartungswert zu berechnen, miissen wir uns also Gedanken iiber die
Wahrscheinlichkeit von A; machen. Es ist

P(A;) = P(i-te Ente iiberlebt)

= P(Kein:e Jager:in schiefit auf Ente 7)
(
(

= P(Jéger:in 1 schiefit nicht auf Ente 4, ..., Jiger:in n schieBft nicht auf Ente 7)

wobei die letzte Gleichung gilt, da die Jager unabhéngig voneinander schieflen.
Die Jéager:innen wihlen jede Ente mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Ziel aus. Daher
ist
N I . . . m—1
P(Jager:in j schieBt nicht auf Ente 1) = ——.

P(A) = (mT‘l)

und folglich fiir die erwartete Anzahl an iiberlebenden Enten

EX — zm:EXZ» :i (mTq)" —m. (mTq)"
=1

=1

Damit erhalten wir

Fiir die Varianz nutzen wir die Formel Var(X) = E[X?] — E[X]%. Da E[X] bereits
bekannt ist, ist nur noch E[X?] zu berechnen. Es gilt wegen der Linearitéit des
Erwartungswerts

E[X? =E ZX,-Xj] =Y EX7 ]+ ) E[X.X].
ij=1 i=1 ij=1,i#j

Beachte, dass E[X?] = E[14 ] = E[14,] = P(4;) = (=1)" (s.0.).
Fir E[X;X;] = P(A; N A4;) berechnen wir wie oben:

P(A; N A))
= P(i-te Ente und j-te Ente tiberlebt)
(
(

= P(Kein:e Jéger:in schieit auf Enten i, j)
= P(Jager:in 1 schieBt nicht auf Enten i, j, ..., Jiger:in n schieflt nicht auf Enten 14, j)

P(Jéger:in 1 schiefit nicht auf Enten i, j) - ... - P(Jager:in n schieBt nicht auf Enten i, j)

()

P(Jéger:in 1 schieBt nicht auf Ente i) - ... - P(Jéger:in n schiefit nicht auf Ente ),



Insgesamt erhalten wir

m m
und damit
9 9 m—1\" m—2\" m—1\"\?
Var(X) = EX°|-EX]"=m:( —— ) +m-(m—-1)-| —— ) —|m - | —— .
m m m
Wir erinnern uns an die Tschebyscheff-Ungleichung lautet::
P(X ~ B[] > ¢) < VR
Durch das Bilden des Gegenereignisses erhalten wir
~ Var(X)

IP’(XG (E[X] —5,IE[X]+5)> = B(X -ElX]|<¢) 21— —;
Diese Ungleichung ist wie folgt zu interpretieren. Mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens 1 — V%g)” liegt X, die Anzahl der iiberlebenden Enten, im Intervall
(E[X] —¢,E[X] + ¢). Wir wollen erreichen, dass

~ Var(X) >00 < 01> Var(X) & &> /10Var(X). (2)

1
g = g2

Fiir n = m = 50 gilt
E[X] ~ 18.21, Var(X) ~ 4.88
Damit miissen wir geméf (2) also € > 6.99 wéhlen. Wir erhalten das Intervall
(E[X] — &, E[X] +¢) = (11.22,25.20).

Entsprechend besitzt das Intervall [11,26] die gewiinschten Eigenschaften aus der
Aufgabenstellung. Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% werden also
zwischen 11 und 26 Enten iiberleben.
Anmerkung: Tatsichlich ist hier sogar das Intervall [12,25] ausreichend, weil X €
(11.22,25.20) im Falle von X diskret bedeutet, dass X € {12,...,25}. Wiirde man
aber X mit einer stetigen Verteilung modellieren, misste man tatsichlich [11,26]
wdhlen.

m



