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Aufgabe 1

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei stetig verteilte Zufalls-
variablen, deren gemeinsame Dichte durch

cowy, 0<z<y<?2,

fX,Y(:U>y) =c- oy - Ljo<a<y<ay = {07 sonst

gegeben ist.

(i

Bestimmen Sie ¢ > 0, so dass fxy eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

(ii) Berechnen Sie die Randdichten fx und fy von X bzw. Y.

)
)
(iii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X +Y < 1) und P(2X >Y).
(iv) Bestimmen Sie E[X - Y.

(v) Sind XY stochastisch unabhéingig?

(141424141 Punkte)

Beweis. (i) fxy > 0 ist offensichtlich erfiillt. Es bleibt die Normierungskonstante zu
berechnen..

L= [ fxy(zy)d(z,y) =c- / / Yy - Ljo<ocy<opdyda
RQ
1,72 2 1
=c- //xydydx—c / '[—yZ] dx:c'/Qx——x?’dx
27 lg 0 2
=c- [ ——m4] c-(2—-0)=2c
8 Jo

Es muss also ¢ = % gelten.

(ii) Fiir die Berechnung der Randdichten miissen wir jeweils nach der anderen Variable



integrieren.

/ Ty - H{OSxSySZ}(m7 y)dy
R

DN | =

fx(x) :/fX,Y(%y)dy =
R
1
2 / ry - Lo<o<a} (2) - Liuzy<ay (7, y)dy
R

1 2 1 1
= 5 Liozesny(2) -2~ / dy = 5 Ljoze<y(2) - 2 (2 — §x2)

1
fY(y) = fX,Y<x7y>dx = B / zy - 1{0§z§y§2}($79)d1‘
R R

1
=3 / zy - Ljo<y<2} () - Lo<o<y} (@, y)da
R

1 )
= éﬂ{ogygz}(y) -y / xdx
0

1
= Ljo<y<2(y) - Zys-

(iii) Wir rechnen

PIX+Y <1)=E[lixjv<}] = / Ligry<1y - fxy(z,y)d(z,y).
RQ

Wir bemerken, das ist das gleiche wie folgender Ansatz.

P(X+Y <1)=P(X,Y) € {(z,y) eR* 1oty < 1}) = / Ixy(x,y)d(x,y).

{(zy)eR*:z+y<1}
Wir bemerken, dass fiir festes « € [0, 2] folgende Bedingung erfiillt sein muss.
r<y<2,y<l-z < z<y<l-z
Die Bedingung ist also nur nicht leer, wenn x < % Daher wird tatséchlich iiber

z € [0, 3] integriert. Es folgt

1
P(X +Y < 1) = 5 / / xr-y- ]]-{ngﬁySQ}(x7y)]l{a:-l—yﬁl}(xu y)dydx
R JR

1 1 1—2 1 1

——/2x~/ ydydx——/2x~((1—x)2—a:2)dx
2 0 T 4 0
1 (3

1r11 2 .13 1
= — —22d :—|:—2——3i| = —,
4/0 S E R Sl P T

Gleiches Vorgehen bei der zweiten Wahrscheinlichkeit liefert die dquivalenten Be-
dingungen 0 < y < 2 und % < x <y. Daher

IP(2X>Y)—1/2 /ydd—1/2 (32 12)01—3 2301—3
2 —209 %xxy—40yy 4y ?J—16oyy—4-
(iv) Esist
1 2 2 1 /2
E[X-Y] = /:Eyfxy(x,y)d(x,y):Ef/ / deydmZB/ 2 (8 — 2%)dw
R? 0 Ja 0

I8, 1.2 16
- 6[396 69”]0_9‘



(v) X,Y sind nicht stochastisch unabhéngig. Wir betrachten, ob fxy(z,v) = fx(z) -
fv(y) tiberall auer auf einer Lebesgue-Nullmenge gilt. Konkret ist fxy auf dem
gesamten Bereich {(z,y) € [0,2]* : > y} Null, die rechte Seite fx - fy aber nicht.
Man kann zum Beispiel

P(X €[1,2],Y € [0,1]) #P(X € [1,2]) - P(Y € [0, 1])

zeigen, da
P(X €[1,2],Y €[0,1]) <P(X >Y) =0,

aber

P(X € [1,2)) = / fr(@)de £0, P(Y € [0,1]) = / fr(y)dy # 0.

Aufgabe 2

Sei (©, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : © — R zwei stochastisch un-
abhéngige und stetig verteilte Zufallsvariablen.

(i) Sei Z := X +Y. Zeigen Sie, dass Z ebenfalls stetig verteilt ist mit Wahrscheinlich-
keitsdichte

2l = [ fele =)o)y
R
Z wird auch als Faltung von X,Y bezeichnet.

(ii) Seien X,Y ~ &(N) exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie die
Verteilung von X + Y.

(iii) Seien nun X ~ N(u1,0%) und Y ~ N (p2,03) mit p1, s € R und o1, 09 > 0. Zeigen
Sie, dass
X +Y ~ N( + pz, 07 + 03)

(iv) Es bezeichne nun fx bzw. fy die Wahrscheinlichkeitsdichten von X bzw. Y. Zeigen
Sie, dass die Dichte von Z := % gegeben ist durch

22 = [ 1ol Pt o)y
R
Sei nun XY ~ AN(0,1) standardnormalverteilt. Berechnen Sie die Dichte von Z.

(2+1+2+42 Punkte)

Beweis. (i) Da X, Y unabhéngig sind, gilt fir alle x,y € R: fxy(z,y) = fx(x)- fy(y).
Es gilt fiir alle z € R

Fy(2) = P(Z<2)=P(X+Y <2)=P(X,Y) €{(z,y) eER*:x+y < 2})

/ Ty (0 y)d(a,y) = / / Liorye (@9, 2) fx (@) iy (y)dyda
{(z,y)ER2:z+y<z} RJR

- /OO /fow — ) fy (y)dydo,

wobei hier eine Substitution mit v = x + y durchgefiihrt wurde. Nach der Definition
einer Wahrscheinlichkeitsdichte muss daher

f2lz) = /R Fx(z — o)y (y)dy

gelten.



(ii) Wir nutzen die Formel fiir die Dichte einer Faltung aus (i) und definieren Z := X+Y.
fa(z) = / fx(z=y) fy(y)dy = / Ae M sy (2,y) - Ae M Lz (y)dy
R R

= 2. / e (2)dy - Lizzoy(2) = N2e ™ - Lz (2).
0

(iii) Nach dem Satz iiber die lineare Transformation von Zufallsvariablen und die kon-
krete Anwendung in Bemerkung 6.15 (Spezialfall) gilt fiir eine normalverteilte Zu-
fallsvariable W ~ N (u,02): aW + b ~ N(ap + b, a*0?). Betrachte die Darstellung

X — Y —
X+Y=<71( a2 M2)+(u1+uz).

01 01

Die Zufallsvariablen X' := XU;I’“ ~ N(0,1), Y := Y;—fg ~ N(0, j—é) sind laut Satz
8.15 (Funktionen von unabhéngigen Zufallsvariablen sind immer noch unabhéngig)
immer noch unabhéngig. Haben wir nun

2
X’+Y’~N(0,1+U—§) (1)
01
gezeigt, so folgt wieder mit der linearen Transformation 6.15, dass
X+Y =01(X +Y') + (1 + p2) ~ N + o, 07 + 73).
o2.

o1’

Hier ist fx/(z) = #exp(—xz/Q) und fy(y) = Wexp( x?/(20?)), also fiir Z =

Zum Beweis von (1) nutzen wir die Formel aus (i) und die Abkiirzung o :=

X' +Y’
(z —y)* y?
— — . ——— | dy.

/fXZ y) fy (y)dy = oo RGXP( B exp 952 Y
Beachte
2 2
Y Yy
;—F(z—y)Q = —2+22—2yz+y2

2
z z 1
= —2 + +22 11—
( ><y - (1+0—12>> < 1+5>
z 2+ 22
1—1—# 1+0%

Dadurch erhalten wir

fz(2) =

x| Wem( 1%>—1 (y‘éﬁdy

o (ario)

1 ( 22 )
= exp| —— | .
27(1 + 02?) P 1+ 02

Das ist die Dichte einer N (0,1 + o?)-Verteilung.




(iv) Wir berechnen zunéchst die Verteilungsfunktion von Z.

Fp(2)=P(Z <z) = P(é < Z) = /R Liz<oy(@, 9, 2) - fxy (2, y)d(z, y)
= [ [ 1ot x@) - ooy

Wir wollen v = v(z) := ¥ substituieren, d.h. 4 = ¢/(z) = L genau dann, wenn
ydv = dx. Diese miissen fiir y > 0 und y < 0 separat durchgefiithrt werden.

Fz(z) = /o / Il{vgz}(v,z)yfx(vy) . fy(y)dvdy
0 —00
- /Oo /oo Yl<zy (v, 2)yfx (vy) - fr(y)dedy

= [ [ wlstons g

Das zeigt, dass die Dichte f; von Z gegeben ist durch

falz) = / 9l fx (29) f () dy.

Fir X,Y ~ N(0,1) ist nun fx(z) = fy(z) = \/%7 exp(—z?/2). Wir erhalten

fz(z) = %/RIy\exp(—(zy)z/Q)eXP(—yQ/Z)dy
- %/Oooyexp (—%2-(1+z2)) dy
= ! /0 " exp(—w - (14 22)dw

1 |: 1 e_w,(1+22):|oo o l 1 '
0 14 22

rl 1422

Dies ist die Dichte einer sogenannten Cauchy-Verteilung.

Aufgabe 3

Ein sechsseitiger, fairer Wiirfel wird zweimal (unabhéngig voneinander) geworfen. Seien
X, Y Zufallsvariablen, welche die zwei Ergebnisse der Wiirfelwiirfe angeben.

(i) Geben Sie die gemeinsame Zahldichte px y (z,y) fir die Zufallsvariablen X, Y an.

(i) Wir definieren M := max{X,Y}. Berechnen Sie die gemeinsame Zahldichte px p(z, m)
von X, M.

(iii) Berechnen Sie die Randdichte py/(m) von M.
(iv) Berechnen Sie die Kovarianz Cov(X, M) := E[X - M| — E[X] - E[M].

(2+1+1+1 Punkte)
Beweis. (i) Da X, X, unabhéngig sind, gilt

pxy(@y) =P(X ==Y =y)=P(X =2) - PY =y).



Aus der Aufgabe wissen wir, dass mit A := {1,2,3,4,5,6} fur z € Ny gilt:
1
PX=z)=PY =2) = 5 Ta(z).

Damit erhalten wir:

pxy(z,y) = % “La(x) - Ta(y).

(ii) Wir berechnen fiir z, m € Ny:

px.(w,m)

=P(X=2,M=m)=P(X =z,max(X,Y) =m)

=lemy(z,m) -P(X =2,Y <m) + Lgemy(e,m) -P(X =2,Y =m)

= lg=my(z,m) -P(X =2) - P(Y < ml+]l{w<m}(x,m) P(X =2z)-P(Y =m)

-~

—m 14 (2)La(m) L1 4 (2)La(m)

. (]l{x:m}(:r, m) - m + Lizem)(z, m)) c1a(x) - 1a(m).

1
36

(iii) Die Randdichte py; erhalten wir aus der gemeinsamen Dichte. Fiir m € A gilt:

pu(m) = ZPX,M(IU,m)

6 6
1
=1 r=1

1
- ]lA(m)-%'<m+(m—1))
2m — 1
(iv) Offensichtlich gilt
- 1o 21
o) 6
(0 1 161
EIM| = = — 2m — 1) = — ~ 4.47
M) = S € 55 m (om 1)
Es bleibt E[X - M| zu berechnen.
E[X - -M] = Z x-m-pxm(z,m)
r,m=0

6 6
Z z-m?- Tip—m) + Z T-m:- IL{Km})
x,m=1 r,m=1



Damit haben wir insgesamt fiir die Kovarianz

Kov(X, M) =E[XM] -EXEM ~ 17.11 — 4.47 - 3.5 ~ 1.47.

Aufgabe 4

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und X1, ..., X, :  — R unabhingig und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = u, Var(X;) = 02 und Verteilungsfunktion
F. Seien fir t € R

— 1< 1 — . 1 &
= - Xz 52 = Xz — Xn 27 Fn t) i= — 1rv.

i=1

der Stichprobenmittelwert, die Stichprobenvarianz und die empirische Verteilungsfunkti-
on.

(i) Zeigen Sie, dass S, = L <( S XH - X, ) Berechnen Sie E[S?] in Termen

1
2
von n, [, o

(ii) Berechnen Sie die Verteilung von n-F), (t) und geben Sie dann E[F}, (¢)] und Var(F),(t))
in Termen von n, F'(t) an.

(242 Punkte)

Beweis. (i) Wir berechnen

Wir berechnen nun den Erwartungswert der einzelnen Summanden. Es ist wegen
E[X?] = Var(X;) + E[X;)?> = 02 + 2

n

%ZXEI— ZE ZW +pt) =0t

=1

und

1 « 1
=D XX =

i,j=1

zn:EXQ +ZE 2 ]

INE 1
i#]

Lo 4 a1

= @)+ 1) 42,



(i)

Eingesetzt in die Darstellung fiir S? ergibt sich:

- 125 4= (0 0)

—1 —1
_ n (n (0_2 —’—[,[/2) . n—/_,t2> — 0.2‘
n—1 n n

Anmerkung: Alternativ kénnte man auch mit der Kovarianz und der initialen Dar-
stellung von S? arbeiten. o
Es ist wegen E[X; — X,,] = 11— pu = 0 und Kov(X;, X,,) = 2 327 Kov(X;, X)) =

1 & — 1 <« —
E[S)] = — iZIE[(Xi - Xa)') = — Zzlvmxi ~X,)
= - i 1 Zn: [Var(Xi) — 2Kov(X;, X,,) + Var(X_n)}
=1
1 - o2
B n—lg[ﬁ_;} =0

Es gilt P(1ix,<;y = 1) = P(X; <t) = F(t). Daher ist 1yx,<; ~ B(1, F(t)). Da die
X; fiir 7 = 1,...,n unabhiingig sind, sind auch 1yx,<; fiir # = 1,...,n unabhingig.
Es folgt nach der Vorlesung, dass

neFu(t) =Y Tix,<y ~ B(n, F(1)).

i=1
Aus den bekannten Formeln fiir Erwartungswert und Varianz fiir eine Binomialver-

teilung erhalten wir E[n - F,(t)] = n - F(t) und Var(n - F,(t)) = n- F(t) - (1 — F(t)),
womit

F(t) - (1= F(t)

E[F,(t)] = F(t), Var(F,(t)) =

folgt.



