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Aufgabe 1

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei unabhéngige Zufalls-
variablen.

(i) Seien X ~ P(A), Y ~ P(u) Poisson-verteilt mit Parametern A, u > 0. Berechnen
Sie die Verteilung von 7 := X 4+ Y.

(ii) Seien X,Y ~ RI0, 1] gleichverteilt auf [0, 1]. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeits-
dichte fz von Z := max{X,Y}.

(142 Punkte)

Beweis. (i) Es gilt
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d.h. Z = X 4+ Y ist Poisson-verteilt mit Parameter A\ + p.

(ii) Wir berechnen zuerst die Verteilungsfunktion von Z fiir z € [0, 1]. Fiir X ~ R|0, 1]
gilt P(X < z2) =z

=P(X <2)-PY <2) =2~
Die Dichte fiir z € (0,1) erhalten wir nun durch Differenzieren:
fz(z) = Fj(z) = 2z.

Da offensichtlich Z € [0, 1] gilt, muss fz(z) = 0 sein fir z ¢ (0,1). Wir erhalten
insgesamt

fZ(Z) = 22 . 1(0’1) (Z)



Aufgabe 2

Ein Hersteller behauptet von seinen Gliihbirnen, dass diese 10 Kilostunden lang Licht
spenden, ehe sie durchbrennen. Wir sind skeptisch und vermuten, dass die wahre Le-
bensdauer der Gliithbirnen geringer ist. Fiir eine statistische Untersuchung nehmen wir
an, dass die Lebensdauer (in Kilostunden) einer Glithbirne Exponential-verteilt ist mit
unbekanntem Parameter A\ > 0, wobei in dieser Modellierung (vgl. Erwartungswert einer
Exponentialverteilung) dann % fiir die mittlere Lebensdauer steht. Wir kaufen n = 10
Glithbirnen, und erhalten folgende Lebensdauern (in 1000 Stunden):

182[44]73[51]102[12655[93[71]38]

(a) Sei n € N und seien X3,..., X, $e (M) Exponential-verteilt mit Parameter A > 0.

Nutzen Sie das auf (R", B(R")) verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma, um einen
besten Test ¢* : R™ — {0, 1} fiir die einfachen Hypothesen

Hy: X=Xy gegen H;: A=)\

mit A\; > A\ zum Niveau a € (0,1) anzugeben.

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst die Dichte fy der gemeinsamen Verteilung Py =
PXtXn gon X, ..., X,

(b) Vereinfachen Sie ¢*, indem Sie zeigen, dass der Likelihood-Quotient monoton ist.
Folgern Sie, dass ¢* sogar gleichméflig bester Test ist fiir

Ho: X=Xy gegen Hj:\> )\

(c) Zeigen Sie, dass ¢* sogar gleichméflig bester Test ist fiir
Hj:A<MX gegen Hj:\> ).

Hinweis: Definieren Sie Z, = X-Y - | X;. Uberlegen Sie sich, dass die Verteilung
von Z, nicht mehr von X\ abhdngt. Zeigen Sie dann, dass P,(¢p* = 1) < « gilt fir
A< g

(d) Es ist bekannt, dass Z,, ~ I'(n, 1), wobei I'(n, 1) die Gamma-Verteilung bezeichnet.
Es bezeichne I'y, ; , das a-Quantil dieser Verteilung. Berechnen Sie ¢** in Termen
von Ao und I', ;1 4.

(e) Wir driicken nun die Abhéngigkeit des Tests ¢* von A explizit aus, indem wir
ihn mit ¢}  bezeichnen. Bestimmen Sie den Annahmebereich A(Ag) := {z € R" :
@3, (z) = 0} des Tests und damit ein gleichméfBig bestes (1 — a)-Konfidenzintervall
S(X) fiir A. Fiir welche falschen Parameter wurde dieses Intervall konstruiert?

(f) Sei nun o = 0.05. Werden Sie den Hersteller der Gliithbirnen auf Basis unserer
Beobachtungen und des Tests ¢* aus (b) vorwerfen, dass die Angabe der Stan-
dardabweichung falsch ist? Geben Sie auf Basis unserer Beobachtungen das 95%-
Konfidenzintervall fiir A aus (e) an.

Hinweis: Hier sind einige Quantile der I'(n, 1)-Verteilung: I'10.1,0.05 = 5.426, ['10.1,0.95 =
15.706.

(24+1+2+1+4241 Punkte)



Beweis.  (a) Die Dichte fy der gemeinsamen Verteilung Py = PXtXn yvon X, ..., X, ist

wegen der Unabhéngigkeit von X1, ..., X,, gegeben durch
@) = fx(@1) - [, (@)

=I (- e L z0p ()
i=1

n A" x
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Setze x = (x1, ..., ), wir nehmen im Folgenden x1, ..., x,, > 0 an, da dies unabhéngig
vom Parameter )\ fiir die Realisierungen X1, ..., X, erfiillt ist. Fiir Ay < A ist der
Likelihood-Quotient daher gegeben durch

Der beste Test zum Niveau « € (0, 1) fiir die Hypothesen Hy, H; lautet daher nach
dem (verallgemeinerten) Neyman-Pearson-Lemma 6.18:

)1, L(x) >,
(@) = {O, L(z) < ¢*,

wobei ¢* bestimmt wird aus Py, (¢* = 1) = Py, (L(z) > ¢*).

An der Darstellung (1) sehen wir, dass L(x) fir \g < A; (d.h. \g — A1 < 0) monoton
fallend in T'(x) := ), ; ist. Daher vereinfacht sich ¢* zu

oL T(x) < e,
¢ <I> - {07 T(ZL‘) Z C**7

wobei nun ¢** bestimmt wird aus Py (¢* = 1) = Py, (T(x) < ¢**). Da der gesam-
te Test ¢* und insbesondere die Bestimmungsgleichung fiir ¢** nicht mehr von )\,
abhéngt, ist der Test ¢* auch gleichméflig bester Test fiir die Hypothesen Hy gegen
Hj.

Zu zeigen ist, dass fiir alle A < )¢ gilt:

Py(¢p*=1)=P\(T(x) > ™) < .

Seien nun wieder X, ..., X, E(N). Dann sind AX; ~ £(1) exponentialverteilte
und unabhéngige Zufallsvariablen. Das kann einfach mit der lineare Transformation
nachgerechnet werden. Ist X ~ px(z) = )\e_m]l{zzo}, dann gilt fir ¥ = A\X:
py (y) = 3y (%) = e Y10y (y). Das ist genau die Dichte einer £(1)-Verteilung.
Entsprechend ist die Verteilung von Z,, = Y ,(AX;) unabhéngig von A. Denn die
gemeinsame Verteilung von AX;, ¢ = 1,...,n hingt nicht mehr von A ab und 7, ist
nur eine Funktion dieser n Zufallsvariablen. Wir erhalten mit ¢** > 0, dass

1
P, (6" =1) = ]P’(X Ty < c**) =P(Z, < Ac™) < P(Z, < Aoc™)

=P(og - Zp, < ™) = Py (0" = 1).

Wir miissen nun zunéchst ¢** explizit bestimmen. Dazu betrachten wir die Bestim-

mungsgleichung und versuchen, die angegebene Information iiber Z,, zu verwerten.
Fiir X1,..., X, S € (Ao) soll folgendes erfiillt sein.

1
a=P,,(T(z) <c™) = P()\_Zn < c**> =P(Z, < Xoc™),
0

_ Fn,l,a

d.h. es muss gelten Aoc™ = I'y 1 o bzw. ™ = ===



(e) In (a) bis (d) haben wir den gleichméBig besten Test

, 1, T(x) < 5=,
Do (@) = { 0

FTL «
0, T(r)> Tnte

fiir die Hypothesen H{) : A < Ao gegen Hj : A > ) konstruiert. Der Annahmebereich
des Tests lautet demzufolge

A(X) ={z e R": ¢} (x) =0} = {x eR": T(x) > FT)L\’;’Q}.

Fiir das Konfidenzintervall fiir A aus Satz 9.3 erhalten wir:

S(X) = {>\>O:X€A(A)}:{)\>O:T(X)2 Fn,l,a}

A
Lnta Lnita
B {T<X>’°°) B {zz;l Xz-’°o> |
Um die falschen Parameter zu ermitteln, die bei der Konstruktion dieses Konfi-

denzintervalls zugrunde lagen, miissen wir die Bereiche der Hypothesen genauer
studieren. Bei unserem Test haben wir Hypothesen der Form

H): X € H(\g) gegen Hj:)Xe K(\),

mit H(Xg) = (0, Ao] und K(Xg) = (Ao, 00). Die falschen Parameter berechnen sich
durch

KAN={A>0: A KN)}={A>0: 1€ (N\oo)}={A>0: 1> A} =(0,))

Dies folgt auch aus Bemerkung 9.5. Das heifit, bei der Konstruktion des Konfiden-
zintervalls waren wir daran interessiert, eine Untergrenze fiir den Parameter \ zu
erhalten, und haben daher kleine A als falsche Parameter deklariert.

(f) Fiir die konkreten Beobachtungen aus der Aufgabenstellung erhalten wir fiir n = 10:
T(X) =) _ X; =735,
i=1
und mit Ag = 15 (Man beachte, dass die mittlere Lebensdauer hier i+ = 10 ist.),

)
a = 0.05, sowie I';, 1,4 = I'10,1,0.05 = 5.426 ergibt sich ’

o005

= 54.26.
Ao

Damit gilt fir unsere Beobachtungen 7'(X) > F1+0°°5, d.h. ¢*(X) = 0. Wir ver-
werfen die Nullhypothese also nicht. Das bedeutet, unsere Beobachtungen geniigen
nicht, um die Behauptungen des Herstellers als falsch zu brandmarken.

Fiir das 95%-Konfidenzintervall fiir A aus (e) erhalten wir:

Fn,l,o; .

Aufgabe 3

Seien X7, ..., X, S N (1, 02) normalverteilt mit Parameter 1 € R und festem o2 = 5, und
P, := P¥1%n die gemeinsame Verteilung dieser Zufallsvariablen.



(a) Sei up € R. Zeigen Sie, dass

1, —1 " x| > 2L _a,
d) R — {07 1}7 ¢(I17 71711) - { |M0 ' ZZ?I | Vn g 2
0, sonst
ein Test zum Niveau « € (0, 1) fiir die Hypothesen

Ho:p=ypo gegen Hy:p# o

ist, wobei g2 das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet.

(b) Konstruieren Sie mittels Satz 9.3 aus ¢ ein (1 — «a)-Konfidenzintervall S(X) fur p.

(c¢) Sei nun o = 0.1. Wie grof muss die Anzahl der Beobachtungen n gewéhlt werden,

damit die Lange von S(X) kleiner als 1 ist?

(24+1+1 Punkte)

Beweis. (a) Da die Nullhypothese Hy nur aus einem Wert, ndmlich i, besteht, ist nur

zu zeigen, dass P, (¢* = 1) < a. Seien dazu Xi,..., X, Y N (o, 02) und X, :=
L3 X; der Mittelwert. Dann ist bekannt (siehe Vorlesung: Anwendung 8.19),
dass

Z, = Jn- AT A (0,1),

00

Beachte, dass ¢;—2 > 0, da o € (0,1) und somit 1 — § > 0.5, und ®(0) = 0.5 gilt.
Damit erhalten wir

* ~ g
Puo(¢" =1) =P(juo — Xu| > —?1 “q1-2)

\/_
=P(|Z0| > qi—5) =P(Z, > qi—2) + P(Z, < —q1-2)
— (1= ®(q12)) + D(—q1s)

:2—2.<I>(q1,%):2—2.(1—%):a.
Die Beziehung ®(—z) = 1 — ®(z) gilt, da die Dichte einer Standardnormalvertei-

lung ¢(z) = #6_22/ 2 symmetrisch um 0 ist, und daher ist deren Stammfunktion
punktsymmetrisch um (0, ®(0)) = (0, 3).

Der Annahmebereich des Tests ist fiir festes o € R

1 " (o)
Alpo) = R”:‘ — =Y | <= qes g,
(110) {xe o ng;w < 5 2}

damit lautet ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p laut Satz 9.3 der Vorlesung:

<%0
="/ f1-g

S(X) = {MER:XGA(M)}:{NGR:‘N—Xn

~ 0o ~ 0o
D S L I
[ VA Y R }

Sind X1, ..., X, N (11, 02), so enthilt S(X) den Parameter y also mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1 — a.




(c) Die Lénge von S(X) ist

— 09 — 0o 200
L) =X+ 22 e )= (X = ge )| =2 gy e
" ‘( e ) ( Vi )’ v

Fir o = 0.1 gilt nach der Quantiltabelle q1_a = go95 = 1.645, und mit of = 5
erhalten wir

1> L(n) = [T > 7.357% = 54.13,

vn

d.h. es muss mindestens n = 55 gelten.




