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Aufgabe 1
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Fir n € N seien X,,,Y,, X, Y : Q@ — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass aus X, R
XY, By folgt, dass
X, +Y, 5 x+v

(ii) Fir n € N seien X,,, X : Q — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass (X,,)nen stochas-
tisch gegen X konvergiert, falls

E[|X,—X|]—0
fiir n — oo.

(iii) Zeigen Sie folgende Aussage. Der stochastische Grenzwert und der Grenzwert im
quadratischen Mittel einer Folge von Zufallsvariablen X, : & — R ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 eindeutig.

(iv) Beweisen sie, dass fiir zwei Zufallsvariablen X, Y : Q@ - R P(X =Y) = 1 gilt, falls
eine Folge von Zufallsvariablen X, : 2 — R existiert mit X, £ X und X, @ Y.

(1+1+2+1 Punkte)
Beweis. (i) Sei e > 0. Es ist

P((X, +Y,) — (X+Y)|>e)

IN

P(|X, — X|+|Y, - Y| >¢)
P(|X, — X| > % oder [V, — Y| > §>

IN

VAN

P(|X, — X| > g) FP(Y, — Y| > g) 0.

(ii) Hier nutzen wir die Markov-Ungleichung (Aufgabe 2 (i)) mit | X,, — X| > 0 und dem
monoton wachsenden f : [0, 00) D Bild(]X,, — X|) — [0, 00), f(x) = x. Dann gilt fiir
alle € > 0, dass

E|X, — X|
< ————=0

— Y

P(| X, — X| > ¢) 5

also X, X

(iii) Sei X, 5 X, X, L Y. Dann ist fiir alle £ > 0

P(IX-Y| > e) < P(|X,—X|+|X0—Y]| > &) < P(|X—X| > £/2)+P(| X, Y] > £/2) — 0,

d.h. fur alle € > 0 gilt P(]X — Y| > ¢) = 0. Angewandt auf die Folge ¢ = 1/n, folgt
P(|X —Y|>0)=0bzw. P(X = Y) = 1.

Sei X, & X, X, @'y, Dann gilt wegen (a + b)* < 2(a? + b?)

E[|X - Y] = E[(|X, — X| + X, - Y]} < 2(El|X, - X + E[[X, — Y[]) = 0,



(iv)

d.h. E[|X — Y|!] = 0. Die Tschebyscheff-Ungleichung liefert fiir alle € > 0

E[|X — Y]]

PX - V| 2 2) <~

=0,
und nun folgt P(X =Y) = 1 wie bei der stochastischen Konvergenz.

Aus X, (3; Y folgt nach Proposition 10.5. der Vorlesung bereits X, L Y. Wir haben
nun also X, — X und X,, — Y. Nach Aufgabe (iii) folgt P(X =Y) = 1.
O

Aufgabe 2
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i)

(iv)

Zeigen Sie die so genannte Markov-Ungleichung:
Ist X : Q@ — R eine reelle Zufallsvariable, f : Bild(X) — [0,00) eine monoton
wachsende Funktion und € > 0 mit f(e) > 0, so gilt

P(X >¢) <

—

Hinweis: Schreiben Sie P(X > ¢) = E[l{x>q| und fiigen Sie dann 1 = % an
geeigneter Stelle ein.

~—

Folgern Sie aus (i) die Tschebyscheff-Ungleichung aus der Vorlesung,.

Seien X1, ..., X, : 2 — R stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit 0 < X; <1
fiir alle ¢« = 1, ..., n. Zeigen Sie, dass dann gilt

P (i(xi -E[X}]) > 5) <exp <—§) :

=1

Hinweis: Nutzen Sie (i) mit f(x) = exp(z - ), wobei z > 0 noch geeignet zu be-
stimmen ist. Definieren Sie Y; := X; — E[X;] und verwenden Sie die Konvezitit

von exp, um exp(zY;) < (1) exp(—2) + (X&) exp(z) zu zeigen. Verwenden Sie

exp(z) + exp(—z) < Zexp(é), um Elexp(2Y;)] nach oben abzuschitzen.

Seien nun Yy, ..., Y, : @ — R unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen

mit Verteilungsfunktion F. Fiir ¢ € R sei F,(t) := 1 > iy Liy,<yy die empirische

T n

Verteilungsfunktion. Zeigen Sie mittels (iii), dass
o c2
P(\Fn(t) - F(t)| > 5) < 2exp <—§ : n) :

(1414242 Punkte)

Beweis. (i) Es gilt fir e > 0

P(X>¢) = E[H{Xze}]zﬁ{%ﬂ{xzs}}
f(X) E[f(X)]
< e[t < 25

wobei wir fiir die erste Ungleichung benutzt haben, dass f monoton ist.



(i) Sei Y : @ - R eine Zufallsvariable und X := |Y — E[Y]|. Weiter ist f : [0,00) —
[0, 00), f(x) = x* monoton wachsend. Aus (i) folgt

EYY B[ —E[V)?)  Var())
g2 g2 g2

(Y —E[Y]] > &) = P(IX| > 2) <

(iii) Sei z := £. Unter Nutzung von (i) mit f : R — (0,00), f(z) = exp(z - ¥) und der
Definition Y; := X; — E[X}], die —1 <Y; < 1 erfiillt, erhalten wir

(ZY>5><exp( 2€) exp< ZY)

=1
Nun gilt aufgrund der Konvexitét von exp(+)

exp(z - V) = exp ((—z)- (1 —2y> bz
< (1 _2Y> -exp(—z) + (Yi2+1> -exp(2),

n

= exp (—z¢)- H]E[exp(z-Y})]

=1

so dass

Elexp(z - ;)] < (exp(z) + exp(—z)).

Mit der Ungleichung %(exp(z) + exp(—z)) < exp (%) aus dem Hinweis folgt

N |

Efexp(z - ¥;)] < exp (5) |

Insgesamt also

n 9 . N
(B0 omiron(-3) Zon(5)
i=1

(iv) Weil die Y;,7 = 1,...,n unabhéngig sind, sind auch die X; := Lyy,<p,i = 1,...,n
unabhingig. Es gilt wegen F'(t) = E[1{y,<y]

w (B~ F0) = Y (Lnzy ~ Bl izl = 3206~ EIX),

= i=1

und wegen 0 <Y; = Lyx,<qyp < 1ist (iii) daher direkt anwendbar und liefert

P(E,(t) — F(t) >¢e) =P (i(xi —EX;)>n- 5) < exp (—%2 n) RGN

i=1
Analog gilt mit X; := 1 — Iyy,<4, dass

n

n- (F(t) - Fn(ﬂ) = i (ﬂmgt} - E[H{Yigt}]) =) (X, —EX)),

i=1 =1

das bedeutet wir erhalten wie oben

P(F(t) — F,(t) > ¢) < exp (-% - n) . (2)



Die Ungleichungen (1) und (2) ergeben zusammen

A

(2
P(|E,(t) — F(t)] > ¢) < P(E,(t) — F(t) > e oder — (F,(t) — F(t)) > ¢)
< P(E,(t) — F(t) > e) + P(F(t) — F,(t) > ¢)

2
< 2exp (—%n)

Aufgabe 3

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und fiir n € N seien X,,, X : Q — R Zufallsva-
riablen.

(i) Sei U ~ RJ0, 1] gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] und X, := \/ﬁ-l[oé](U). Zeigen
Sie, dass X, 5 0, aber nicht X, (3; 0 gilt.

(ii) Es gelte X,, — X und es gebe o > 0 mit limsup, . E[|X,[2], E[|X|***] < .
Zeigen Sie, dass dann folgt: X, (3; X.
Hinweis: Nutzen Sie 1 = lyx, x>} + Lix,—x|<c} und ohne Beweis die Hélder-
Ungleichung fir Erwartungswerte: Sind Y, Z : Q — R Zufallsvariablen, so gilt fiir
p,q >0 mit -+ o =1 E[[Y - Z|]] <E[[Y]?]V? - E[| Z|1]"/.
(iii) Zeigen Sie, dass die X,,, X aus (i) die Bedingungen aus (ii) nicht erfiillen.
(14241 Punkte)

Beweis. (i) Sei e > 0. Fiir n grofl genug ist v/n > €. Dann haben wir

1 1
P(|X, — 0| >¢) =P(v/n- L,1)(U) > ¢) :IP’(U € [O, —}) =——0.
n n n
Dies zeigt X, 5.
Weiter haben wir mit 1% = 14, dass
1 1
E[(X, —0)*] =n-E[l, 1,(U)] = n-IP’(U € {0, —D =n-—=14A0,
n n n
dh. X, 2 X gilt nicht.
(ii) Wir benutzen die Holder-Ungleichung mit p = 2+a und ¢ = , sowie dass (X, —

X)? <2(X2+ X?). Es folgt
E[(X, — X)?]
= E[(Xy — X)*1(x,—x|>e)] + E[(Xo — X)*1{x, - x|<c)]
< 2E[X L, - x|>)] + 2E[X Ly, —xp>e] + E[(Xn — X)* Ly, —x<c)]

< 2E[|Xn’2p]1/p ) E[ﬂfﬁxn X|>s}]1/q + QEHXPP]UP ) E[H%Xn X\>s}]1/q + E[Ez 1]

< 2(B[I X, 2] + B[ X[ ) - P(X, - X| > 2)7f + &

Da limsup,_,.. E[|X,[>"°], E[|X|>**] < 0o und X,, - X, schliefen wir

limsup E[(X,, — X)?] < &%

n—oo

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt mit € \ 0, dass
limsup E[(X,, — X)?] = 0.

n—o0



(iii) Da X = 0, ist offensichtlich E[|X[|*™*] = 0 < oo fiir alle @ > 0. Allerdings gilt fiir
alle a > 0, dass

a 1 a
'E[ﬂ[o,%}(U)} =n'ts LT

w|R

B[ X, [**] = n'*

sodass lim sup,, ,.. E[|X,,|*™®] = oo. Das bedeutet, die Voraussetzungen von (ii) sind
nicht erfiillt.
[

Aufgabe 4

Seien (X,Y’) die Koordinaten eines Punktes, der zuféllig aus
E={(ny) eR: s> +4* <1}
ausgewahlt wird, d.h. der Zufallsvektor (X, Y’) habe die Dichte

~—

S|

fX,Y(xay) = ILE(xay)

fiir (z,y) € R
(i) Berechnen Sie die Marginalverteilungen von X und Y.

(ii) Berechnen Sie Var(X), Var(Y’) sowie Kov(X,Y) und die Korrelation p(X,Y).
Hinweis: Verwenden Sie fiir die Berechnungen die Transformationsformel und Po-
larkoordinaten (z,y) = (cos(¢),sin(¢)) bzw. x = sin(¢) fir die 2- bzw. 1-dimensionalen
Integrale.

(iii) Zeigen Sie, dass X und Y nicht unabhéngig sind, obwohl sie unkorreliert sind.
(14341 Punkte)
Beweis. (i) Es ist

1 1
fX,Y(xay) ; : ]1{(1,y)€E}<x7y) = ; : 1{x2+y2§1}<x7?/)
1
i L icy<vizaz }( z,y) - Lici<o<1y (@),
also
Viea? g
(55) = / fX7y(:E,y)dy = / —dy - ]1{ 1<x<1}( ) -V1—2?- ﬂ{flgxgl}(ﬂf),
R Viez2 T

und da fyy(z,y) symmetrisch in  und y ist, folgt analog, dass

2
=—-V1-9* gy (y)
T
(ii) Berechne zunichst E[X], E[X?].

/ fx(z / x mdx—o

<~
ungerade gerade

ungerade

E[X?] = /R | 2 VT P



(iii)

da der Integrand gerade ist. Mit der Substitution z = sin(u) = £ = cos(u) =
dz = cos(u)du folgt

E[X] = % : /jl(l)g sin?(u) - 1/1 — sin®(u) cos(u)du = % : /05(2 sin(u) cos(u))*du

~1(0)=0
=sin(2u)

1 [z/1 1 1 7 1
= — _— = 4 d —= _— . — —= —.
T /0 <2 3 oSt u)) " T 4 1

mit sin®(z) = 1 — 3 cos(2z). Damit ist

N[ =

Var(X) = E[X? - E[X]* = % — 0% = i.

Da fx = fy, folgt Var(Y") = Var(X) = ;. Wir transformieren zu Polarkoordinaten-

darstellung:
_ (rcos(9)\ _ (=x
o= () - )
P HE)={(r,¢) eR*: 0<r<1,¢€0,27]}

und berechnen

Kov(X,Y) = /2 zy - fxy(z,y)d(z,y) = / la:yd(x,y)

{(z.y)eR2a2+y2<1} T

~ s / " reos(s)) - (rsin(6)) - rdodr

1 1 2
= %/0 r '/0 sin(2¢)d¢ dr = 0.
| —
=0

Wegen Kov(X,Y) =0, sind X und Y unkorreliert. X und Y sind nicht unabhéngig,
da

1
fxy(x,y) = i
9 2
+ (; VA 1{1§x§1}) ) (; V1—y? ﬂ{lﬁygl})

= fX(ﬁC) : fY(?/)-

Dass linke und rechte Seite sich nicht nur auf einer R2-Nullmenge unterscheiden,
sieht man daran, dass fx(x)- fy(y) in der Menge [0, 1]?\ E positive Werte annimmt,
aber fxy(x,y) dort iiberall Null ist.

O



