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Aufgabe 1

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir definieren den Zufallsvektor X = (X7, ..., X4) ~
N (11, 2) mit g € R und ¥ € R4 symmetrisch positiv definit. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(i) Die Funktion

flz) = Wexp ( — %(x — )2z — ,u)),

wobei z = (21, ...,14)" € R%, ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R¢.

(ii) X3, ..., X4 sind genau dann unabhéngig und normalverteilt mit X; ~ N (p;, 02) fiir
i=1,...,d, wenn X ~ N(u,X) mit ¥ = diag(o?, ..., 02).

(iii) Fir alle 4,5 =1, ...,d gilt E[X;] = p; und Kov(X;, X;) = %;;.
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis die unten stehende Regel (x). Zeigen Sie die Aus-
sage zuerst fiir ¥ = Igyq. Betrachten Sie dann Kov(Y;,Y;) mit Y := 27 Y2(X — p)

y Lj
firi,j =1,...,d und nutzen Sie die Bilinearitit der Kovarianz, um auf Kov(X;, X;)
firi, 7 =1,...,d zu schliefen.

(iv) Beweisen Sie die unten stehende Regel (x) im zwei-dimensionalen Fall.

Regel (¥): Sei X = (X1,...,Xq) ~ N(u,X) mit p € R und ¥ € R4 symmetrisch
positiv definit. Sei ferner p < d, A € RP*? mit Rang(A) = p, und b € RP. Dann gilt
AX +b~N(Au+b,AZA).

(14+2+2+2) Punkte)

Beweis. (i) Sei x = (z1,...,24)" € R% Dann gilt

1
/.../exp<—§(aj—,u)’21(1:—,u)>da:1...dxd
R JR
y=z—p L1
= o | exp| — =y’ Xy )dy;...dy
/R /R < 2 > bt

z=x"1/ 1
2% / / det(X)Y? exp < — —z’z) dz;...dzg
R JR 2

n

_ Pexp (=23 22
/R.../Rdet(E) exp( 2221>d21...dzd

i=1

= det(D)"? ][ Ver = @2m)*? det()"/?,
=1

Es ist klar, dass f(z) > 0 fiir alle z € R? gilt.



(i)

(i)

Sind Xj, ..., Xy unabhiingig mit X; ~ N(u;, 02), so folgt fiir die gemeinsame Dichte
von X = (Xy, ..., Xy) mit x = (21, ..., 24),

fx(@) = fo%xi):ﬁ( o (_%D

1 1 (2 — ;)
(2m)/2 <H¢:1 Ui2> =1 !

Nun ist mit ¥ = diag(c?, ..., 02) offensichtlich det(X) = [["_, 02 und

i=1"1

(. —p)'S (& — p) = (z — p)'diag(oy %, ..., 0) (x — p) = Z (xi;—'“i),

1=1 ¢

N

insgesamt also

1 1 N1
Ix(X) = G qemyz P (—5(:@ —uE - “)) ’

die Dichte einer N (p, X)-Verteilung.
Ist nun umgekehrt X ~ A (u, ) mit ¥ = diag(o?,...,03), so folgt mittels (iii) fiir
i=1,...d

X; NN(/LZWU?L

fxi (i) = : exp (—M) :

2 2
2mo; 20;

d.h.

Mit denselben Umformungen wie oben erhalten wir nun

1

1 N1 ’
fx(z) = (27)4/2 det()1/2 exXp (—§(x — )Xz~ M)) = 11 fx;(x).

Damit sind X1, ..., Xy stochastisch unabhéngig.

Wir wenden die Regel (%) mit A = ¢}, dem transponierten i-ten Einheitsvektor
e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R% in R? an. Es folgt

X;=AX ~ N(Ap, ALA").
Hier ist Ap = efpu = p;, und AXA" = e/ Ae; = ;. Damit folgt also
X~ N(M, Ezz)

Aus den bereits bekannten Eigenschaften einer Normalverteilung schlieen wir sofort
Weiterhin sei zunéchst ¥ = Ij.4. Laut (ii) sind Xj, ..., Xy dann stochastisch un-
abhéngig mit X; ~ N(p;,1), 7 =1,...,d, und es folgt
1, =7,
KOV(Xi,Xj) = 5ij = . )
0, i#]

also insbesondere Kov(X;, X;) = ¥;;.
Sei nun X beliebig. Definiere Y := % 7/2(X — x). Dann gilt nach der Regel (x)

Y =27V2X - w2 o N2V — B2, ST2ER YY) = N0, Tgra)-



Es folgt fiir i, = 1, ..., d gerade
KOV(Y;, Y}) = 523
Wegen X = X'2Y + 4 erhalten wir fiir i,j = 1, ..., d,

Kov(X;, X;) = Kov((ZY2Y); + i, (ZV2Y); + ;) = Kov((ZV2Y),, (2V2Y);)
d

= Kov (Z(Em)ikyk,z_:(zm)ﬂyz) = > (EY%)i(3%);0) Kov(Vs, V)

k=1 e

QL

_ Z 21/2 21/2 % symm. (21/2 21/2) —E
k=1

Beachte Kov(e, X)) = 0 fiir Konstanten c.

(iv) Wir setzen B := ¥'/2 = PDY2P" und B = B’ (méglich durch Diagonalisierbarkeit).

Wir definieren U := B™(X — ) und es gilt U ~ N(0,1), I := Ix». Eine einfache
Rechnung iiber die Dichten von X ~ N (p, X) und U ~ N(0, ) zeigt, dass BU ~
N(0,%), wobei

fpu(z) = fu(B™'z)

1
det(B)
fiir x = (21, 22) € R%

Das genaue Argument lautet hierbei: Fiir eine Menge M := {(z1,79) € R?* : z; <
my, T < ma}, (my,ms) €RY, und MB~! .= {y € R?: By € M} gilt

P(BU € M) = ]P(U € MB™! // w)duydus
MB-1

det // fUB Jf)dxldl'g

Wir zeigen die Aussage fiir den Fall 4 = 0. Der Fall p # 0 folgt mit analoger
Rechnung.

Sei A € M(2 x 2,R) mit det(A) # 0. Dann gilt

fax(x) = fapu(z) = ;fU(B_lA_lx)

det(A) det(B)
1 (BlAlx)'(BlAlx)>

27 det(A) det(B) P <_ 2

B 1 _:E’(AZA’)”Q:
= 2ndet(A) det(x)2 P 2 ‘

Ist Ae M(1 x2,R), dh. A= (a,a) € R? also AX = a; X + as Xy,

Var(AX) = aiVar(X,) + a3 Var(Xz) + 2a;a2Kov (X7, X5)
= CL%ZH + CL%EQQ + 2&1&2212 = AEA/

Aufgabe 2
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, ..., X,, : Q@ — R"™ unabhéngig identisch



verteilte Zufallsvariablen mit E[X7,X;,] < oo fiir 4,5 = 1, ..., n, wobei X; = (Xi1, ..., Xi5).
Zeigen Sie, dass der folgende Schétzer fiir die Kovarianzmatrix >,

. R 1 «
k=1 k=1
ein erwartungstreuer Schitzer fiir ¥ ist, d.h. dass E[%;;] = ¥, gilt.
(2 Punkte)
Beweis. Wir betrachten den Fall y = 0; sonst X — p fiir p # 0. Es gilt
S, = 1zn:XX ”Xlzn:X nXlzn:X
ij n—l ki< kj n—1 -Zn kj n—1 -]n ki
k=1 k=1 k=1
n
XX
+n -1 J
1 - n
= XpiXpi — ——X,; X 5.
n—1 Z S | J

k=1

Weiterhin erhalten wir
B[] = — iE[XX] " ElX.X,]
] - n_lkzl ki<\Ekj n—1 FRaYy
1 1
wobel
1 - - n
=1 k=1
k#l
O

Aufgabe 3

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und o > 0 sowie 6§ € (—1,1). Wir definieren
€0, €1, -, En : 8 — R unabhiingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit &; ~ A/(0, 02),
1 =0, ...,n. Weiter seien Xy, ..., X, gegeben durch

Xt = 5t+6'5t—1 (t:].,7n)

(i) Berechnen Sie E[X;], Kov(X;, Xi—x) und p(X¢, X; ) firt =1,...,nund k =0, ..., t—
1.

(ii) Zeigen Sie, dass (X1, ..., X;,) ~ N (0, X) multivariat normalverteilt ist mit ¥ € R
und

Hinweis: Nutzen Sie die Regel (x) aus Aufgabe 1.

(iii) Zeigen Sie, dass ¢,(0) :== 2 >°" | X7 S E[X2.
Hinweis: Nutzen Sie die Tschebyscheff-Ungleichung und zur Berechnung der auftre-
tenden Terme folgende Aussage: ,Fir (X, ..., X,) ~ N(0,X) gilt, dass E[X; X; X, X] =
Ez‘jzkl + Eiij[ + Zilzjk. “



(iv)

Analog zu (iii) kann gezeigt werden, dass &,(1) == L3, X, X, 4 5 E[X2X,].
Geben Sie auf Basis von ¢,(0) und ¢, (1) einen konsistenten Schétzer fiir o%(1 — )2
an.

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 1(a) von Blatt 9.
(24+2+3+1) Punkte)

Beweis. (i) Esist fiir t = 1,...,n,

E[Xt] = E[Et] + HE[gtfl] = 0,
und firt=1,...n, k=0,...,t — 1,

I(OV()(t7 Xt—k) = KOV(Et + 65,5_1, Et—k T Qgt_k_l)
= Kov(ey,erk) + 0Kov(ey, e k1) + 0Kov(e, 1,6 4)
+0*Kov(ey_1,81 k1)

(02 +0+0+ 0622, k=0,
= <0+0+002+0, k=1,
(0+0+0+0, k>2
((1+60%)0%, k=0,
= <002, k=1,
0, k> 2.

\

Fiir die Varianz erhalten wir damit (das ist Kov(X;, X;_x) fiir £ = 0),
Var(X;) = (1 + 6%)0>.
Damit folgt fiir die Korrelation

Kov (X, X, ) 1, k=0,

ov s _

p(Xtth—k) - \/v (X )tv t<)k( ) = 1f927 k= 17
ar t)var t—k 0’ L Z 9

Es ist bekannt, dass e, ..., £, unabhingig und N(0, 0?)-verteilt sind. Aus Aufgabe
1 (ii) folgt, dass
(807 "'7€n) ~ N(OagQ ’ [(n+1)><(n+12)-

=5
Mit der Regel (x) folgt

6 1 0 ... 0

Xy 0 - e e €o

=10 ] e veasa),

: . .

X, S O ~
o ... 0 6 1

—A

(offensichtlich hat A vollen Zeilenrang) d.h. auch (Xj, ..., X,,) ist multivariat nor-
malverteilt. Die Kovarianzmatrix ¥ muss nicht mittels A>X A’ berechnet werden, da
wir die Kovarianzen bereits in (i) bestimmt haben und nach Aufgabe 1 (iii) die
Eintrage von > genau den Kovarianzen entsprechen. Daher ist fiir ¢t = 1,...,n und
k=0,..,t—1,

Et,t—k = 0'2((1 + 62) . ]l{k:()} + - ]l{kzl}),

und aufgrund der Symmetrie der Kovarianzmatrix folgt fiir 2,7 =1, ..., n,

=0 <(1 +0%) - Liji=oy + 0 - ]1{|i—j|:1}>'



(iii) Es gilt
E[e, (0)] = i S R = Zo— (1+46%) = 02(1 +6%) = E[X7),

und

Var(é,(0)) = Z Kov(X?, X?) < = |Kov (X2, X2 ).

Hier ist
Kov(X?, X7 ,) = E[X?X?,]—-E[X7]E[X] ]
= <Zt,t2t7k,tfk + 2Zt,t7kzt,tfk> — <Zt,t2t7k,tfk> = 2D Rtk

= 20" (146" pmoy + 61y ).

Damit haben wir

. 1, < 22, g2\ _ 4 o N2, 2
Var(é,(0)) < —o ; ((1+0 )2 46 ) -0 ((1+9 )2 46 ) 0.
: . A @ @ 2 2y _ 2 :
Damit folgt ¢,(0) — E[¢,(0)] 0 bzw. ¢,(0) 0*(1 4+ 0%) = E[X7] und damit
(Tschebyscheff) ¢,(0) = o (1 +0%) = E[X?].

(iv) Nach Voraussetzung und (c) haben wir

ea(0) D E[X?] = 02(1+62) =: ¢(0),  é,(1) D E[XoX1] = 020 =: ¢(1).

Offensichtlich ist
c(0) — 2¢(1) = o*(1 — 0)?,

das heifit, dass 6, ¢n(0) — 2¢,(1) ein guter Kandidat fiir einen konsistenten
Schéitzer fiir o?(1 — ) ist. Da die Funktion % : R* — R, h(z,y) = y — 27 stetig in
(c(1),¢(0)) = (020, 02(1 + 6?)) ist, folgt mit dem 9. Ubungsblatt, Aufgabe 1 (a),

O, = h(en(1), &(0)) 5 B(c(1), ¢(0)) = ¢(0) — 2¢(1) = o(1 — 0)2.

Kleine Anmerkung: Um hier das gewéhlte h zu verwenden miissen wir zeigen, dass
fiir einen Skalar a € R und Zufallsvariablen mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit
eben auch folgt, dass aX,, — aX. Sei € > 0. Es gilt

P(|aX, — aX| > ¢) = ]P><|Xn —X|> |—E|> —0
a

fiir n — oo.

Aufgabe 4

Sei (X,Y, Z) ein Punkt im dreidimensionalen Koordinatensystem. Wir nehmen an, dass
(X,Y,Z) ~ N(0, I3x3) multivariat normalverteilt ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass (X,Y, Z) zum Koordinatenursprung (0,0, 0) hochstens den Abstand 1 besitzt.



Hinweis: Verwenden Sie Transformationsformel
flapde = [ p(@)]det Jo()ldy
R3 d—1(R3)

mit der Transformation
@ : (0,00) x (0,7) x (0,27) = R* ®(r,0,¢) = (rsin(d) cos(¢), rsin(8) sin(¢), r cos(6))

mit | det Jg(r,0,¢)| = r?sin(0). Hinweis: Es ist fol r? exp(—r?/2)dr ~ 1.
(2 Punkte)

Beweis. Gesucht ist
P(X?+Y?+ 2% <1).

Die gemeinsame Dichte von (XY, Z) lautet

1

1
Ixyz(z,y,2) = W eXP(—§($2 +y* + 27)).

Damit gilt mit oben genannter Transformationsformel

]P)(X2 -+ Y2 + Z2 S 1) = /2 NN fX7Y7z<l’,y,Z)d(I',y,Z>
ety +2z-<

1 1 g 2m 1 N
= W/o /o /o exp(—ér )r< sin(0)deodfdr
1 2

1
1
= 221 | T exp(—=r?)dr
(2m)3/2 [, 2
1
(2m)3/2"

7'{' .

Q



