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Losungsskizzen zum Extrablatt

Aufgabe 1 (i) Sei @ =Ny, A=P(Q)undp:Q — [0,1] fir p e (0,1), r e Nw € Q
gegeben durch

plw) = (w +£ - 1>p7“(1 —p)*.

Zeigen Sie, dass p eine Zihldichte eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf (€2, .A) ist.
Was kann mit Hilfe dieser Zahldichte modelliert werden?

Zeigen Sie die Regel (O‘Hlj_l) = (—l)k(_ko‘) fiir den verallgemeinerten Binomialkoef-
fizienten (§) == alazllo=(b=D) * gor fiir o € Z und k € Ny definiert ist. Beweisen

k k!
Sie dann, dass fir die binomische Reihe (14 x)* =3 7 (Z‘)xk gilt, wobei o € Z,
re(—1,1).

(i) Sei wieder © = Ny und P als Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, P(€2)) definiert
durch
B({n}) =27

fiir n € Ny. Weiter sei eine Abbildung gegeben durch
X:Q—=R, n+—n modS3.
Bestimmen Sie die induzierte Verteilung P* auf (2%, P(Q¥).

(iii) Nach langjahriger Erfahrung wissen Sie, dass Sie bei einer Runde Skat mit Wahr-
scheinlichkeit p = 0.2 gewinnen. Sie sind nun zu einem Spieleabend eingeladen wor-
den, bei dem ausschliellich Skat gespielt wird. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass Sie genau beim 30. Spiel zum sechsten Mal gewinnen?

Beweis. (i) Zunéchst zur Formel fiir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten: Es
gilt

(a—i—k—l) (a+k-1(a+k—-2)... (a+k—k)
k k!
(- (—a—k+1)(—a—k+2)...(—a) [ —
N Kl =) (k)

Nun zur binomischen Reihe. Wir zeigen zuerst die Konvergenz der Reihe fiir |z| < 1
mit Hilfe des Quotientenkriteriums; sei dazu ay := (‘z) 2%, dann gilt

Q41| _ (ki1)xk+1 _ a—k 2]
o |~ Q|
und damit limy_, o |2+ 1’ = |z| < 1. Somit konvergiert die Reihe ), ax. Die

ak
Darstellung erhalten wir, in dem wir f(z) = (1+z)® im Punkt 0 Taylor-Entwickeln.
Dazu bestimmen wir die k-ten Ableitungen:

f(k)(x) —a---(a—(k—1))(1 +x)"“k



und wir erhalten sofort

RSN SN (O TEIIS JOR

k=0 k=0 k=0

Bemerkung: Da f(x) = (1 + x)* eine analytische Funktion ist (fiir o« > 0 handelt
es sich um ein Polynom, fiir a < 0 um einen Quotienten von analytischen Funk-
tionen), wird f innerhalb des Konvergenzbereiches tatsdichlich durch die Taylorreihe
dargestellt.

Damit kénnen wir nun nachrechnen, dass es sich bei p um eine Zéhldichte handelt:

Spe) =3 (T ra-pr = S (U o

weN weN we
=p Z( ) “(1—p —pTZC}T)(p—
weN wel

=p (I+(p-1) " "=pp =1

Durch diese Zahldichte kann die Anzahl der Misserfolge vor dem r-ten Erfolg bei ei-
nem Bernoulli-Schema mit Erfolgswahrscheinlichkeit p modelliert werden, d.h. p(w)
gibt die Wahrscheinlichkeit an genau w Misserfolge vor dem r-ten Erfolg zu haben.

(ii) Es ist Bild(X) = {0, 1,2}. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P¥ ist durch die Zu-
ordnung z +— PX({z}) bereits eindeutig angeben. Das heifit, wir miissen folgende
Terme bestimmen.

P*({z}) =P(X"'({z}))., =€ {0,1,2}.
Es gilt X~ '({z}) = 2 + 3Ny = {z + 3n : n € Ny}. Daher folgt

Pr({z}) = P(X"'({z}))

konkret
2

4
Pr{0}) =z, P({1}) ==, P*({2}) ==
7 7 7
(iii) Um beim 30. Spiel zum 6. Mal zu gewinnen, miissen wir vor dem 6. Erfolg genau 24
Misserfolge haben. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist nach (i) mit p = 0.2, r = 6,
w = 24:

29
p(24) = (24> 0.260.8** ~ 0.036

Aufgabe 2

Es sei (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — N eine Zufallsvariable mit
Werten in den natiirlichen Zahlen.



(a) Essei X ~ G(p) geometrisch verteilt mit Parameter p € (0,1). Zeigen Sie, dass fiir
alle k,n € N gilt, dass

P(X=k)=P(X=n—1+k| X >n). (1)

Diese Eigenschaft wird als ”Gedéchtnislosigkeit” der geometrischen Verteilung be-
zeichnet.

(b) Zeigen Sie, dass eine Zufallsvariable X : Q@ — N, die (1) erfiillt, geometrisch verteilt
ist mit einem geeigneten Parameter p.
Hinweis: Definieren Sie p := P(X = 1), nutzen Sie (1) mit k = 1 und leiten Sie so
eine rekursive Beziehung der Form P(X > n+1) = ¢-P(X > n) her mit geeignetem
ceR.

Beweis. Wir halten zunéchst fiir beide Aufgabenteile fest, dass X =n — 14+ k > n, da
EeN.Dh {X=n—-1+k}C{X >n},also

{X=n—-14+kX>n}={X=n—-1+k}n{X>n}={X=n—-1+k}

Damit ist

P(X =n—1+k|X >n)= MX:%(—;;’SX >n) _ P(XPT;Z—;”C)' 2)

(a) Da X geometrisch verteilt ist mit Parameter p, gilt:
P(X =k)=(1-p)"p

fiir k£ € N. Damit folgt

P(X <n)= S B(X =k) =3 (1- )
_ - _ 1-(1 _p)n_l _ n—1
—p-;(l—p)k—p- Aoy L

also P(X >n)=1-P(X <n)=(1—p)"!. Hiermit erhalten wir:

PX=n—-1+k 1 —p)n=i+h)=1 .y
PX=n—-14klX>n) = <IP’(X>n) ):< (1>—p)”1

= 1-p" ' p=PX =k).

Erklarung der Gedéchtnislosigkeit:

o P(X = k) ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach k£ — 1 Misserfolgen beim k-ten
Versuch ein Erfolg eingetreten ist.

e {X > n} bezeichnet also das Ereignis, dass die ersten n—1 Versuche Misserfolge
gewesen sind und Erfolg erst ab dem n-ten Versuch (oder spéter!) eintritt.

e (1) bedeutet also: Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Erfolg beim k-ten
Versuch eintritt, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der erste Erfolg beim
(n— 14 k)—ten Versuch auftritt, wenn bis zum (n — 1)-ten Versuch kein Erfolg
eingetreten ist.

e D.h. es ist fiir den k-ten Versuch uninteressant, wie viele (n — 1) Misserfolge
vorher stattgefunden haben. Die Unabhéngigkeit des Ausgangs des k-ten Ver-
suchs von den Ausgéngen der vorherigen Versuche ist die Gedéchtnislosigkeit
der geometrischen Verteilung.



(b) Sei X : Q — N eine N-wertige Zufallsvariable. Definiere p := P(X = 1). Dann gilt
fiir alle n € N
P(X=n) PX>n)-PX>n+1) P(X >n+1)

P=PX=D=px5n " P(X > n) ="z

woraus folgt P(X >n+1) = (1 —p) - P(X > n). Damit folgt fiir beliebiges n € N,
dass
PX>n)=(1-p) - P(X>n—1)=(1-p)? PX >n—2)
=.=1-p" " PX>1)=(1-p" "

Esist P(X > 1) =1, da X eine N-wertige Zufallsvariable. Insgesamt erhalten wir
PX=n)=PX>n)-PX>n+1)=1-p)" ' '—1-p"=1—-p)" ' p

Das heifit, X ist geometrisch verteilt.

Aufgabe 3

Sei (£2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine steig verteilte Zufallsva-
riable, die einer Pareto-Verteilung folgt, d.h. X ~ Pareto(a, x,,) mit Parametern o > 0
und x,, > 0. Die Dichte ist gegeben durch

Ca,acm : x—(a—i—l)’ x Z L,

0, T < Ty

fX(aj) et CO{,:L'm . Ii(a+1)]]-{a:2xm}(x) — {

(a) Bestimmen Sie die Konstante C, ,,, so, dass fx(z) eine Wahrscheinlichkeitsdichte
ist.

(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fx(z) von X.
(¢) Welche bekannte Verteilung besitzt die Zufallsvariable Y mit Y = log (%) ?

(d) Sei nun o = x,, = 1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(1 < X < 2) und
P(X > 2).

Beweis. (a) Damit fx eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, miissen zwei Dinge erfiillt sein:
fx = 0iiberall und [, fx(x)dz = 1. Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt,
solange C,,,, > 0 ist (man muss fiir diese fehlende Begriindung nicht unbedingt
Punkte abziehen).

Aus der zweiten Bedingung ermitteln wir C, ., wie folgt.

Tm

& 1 o0 1
1= / fx(x)dx = Cyp,, / r-etdy = Coap - [— — :L"o‘} =Coup - — T,
R Tm «Q

« Tm
die Gleichung ist genau mit C, ,, = ax;, erfiillt.

(b) Es gilt fir z > x,,, dass

Fy(z) = P(X <a)= / OO Fx()dy
= Cou, - /w y~ My = C, ., - [_ é . y—a}zm
- Gl 1 ()



und andererseits fir z < z,,

Fle) =B(X <0)= [ " ) d

da die Dichte fx erst fiir Werte grofler als x,, nicht Null ist. Insgesamt erhalten wir

0, T < Ty,
FX(x):{1_<x7m)o<, >z,

Mit der Funktion g(z) := log(;-) (die stetig differenzierbar und streng monoton
wachsend ist) gilt nach dem Transformationssatz fiir stetige Zufallsvariablen 6.16
fiir die Dichte fy von Y = g(X):

) = fx(g7(y)) - —g‘l(y)‘-

Hier ist

Sr=a, ¢ =g (y)
und d%g’l(y) = 1, - €. Daher erhalten wir

Irly) =

fx(@m - €¥) - xp, - €Y
( o T e VO s, }) - (xm : ey>
-

e Lyy>oy,

da z,e¥ > x,, < y > 0. Das ist die Dichte einer £(«)-Verteilung, d.h. Y ~ £(a).
Es gilt mit o = 2, = 1, dass Cop,, = 1 und fx(z) = 27 2Ly

P(1§X§2):/2fx(x)dx: [_x—lrz_%ﬂzé.
1

1

Alternativ kann diese Wahrscheinlichkeit auch mittels der Verteilungsfunktion Fx(x) =

(1 = 1) 1z>13(2) berechnet werden:

P(1< X <2) = P(X < 2)— P(X < 1) = Fy(2) — Fy(1) = (1-%) ~(1-1) =3
Aufgrund Feststellung P(X < 1) = Fx(1) = 0 (sieht man auch an der Wahrschein-

lichkeitsdichte fx selbst) gilt

IP’(X>2):1—]P’(X§1)—P(1§X§2):§.
Bemerkung: Wir haben in (d) ohne weiteren Kommentar benutzt, dass P(X = x) =0
bei stetigen Verteilungen. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetig verteilte Zufalls-

variable genau einen bestimmten Wert x € R annimmt, ist Null.
m



Aufgabe 4

Wir untersuchen eine Maschine, die Schrauben herstellt. Uns ist bekannt (und das zweifeln
wir nicht an), dass die Lénge der Schrauben im Mittel ;1 = 5 betrdgt (Angabe in cm). Der
Hersteller behauptet, dass die Standardabweichung der Lange der Schrauben hochstens
o9 = 0.3 cm betragt. Wir vermuten jedoch, dass die Standardabweichung tatséchlich
grofler ist. Fiir eine statistische Untersuchung nehmen wir an, dass die Lange der Schrau-
ben normalverteilt ist mit Mittelwert 4 und Standardabweichung o. Fiir n = 10 Schrauben
beobachten wir folgende Léangen (in cm):

(a)

156[52]41[37[65[36]60]6.1]52][42]

Sein € Nund seien X1, ..., X, S N (p, 0?) mit o > 0. Nutzen Sie das auf (R, B(R™))
verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma 6.19, um einen besten Test ¢* : R —
{0, 1} fiir die einfachen Hypothesen

Hy:0=00 gegen H,:0=o0,

mit o1 > 0 zum Niveau « € (0, 1) anzugeben.
Hinweis: Bestimmen Sie zundchst die Dichte f, der gemeinsamen Verteilung P, =
PXXn gon X, ..., X,

Zeigen Sie mittels der Technik der monotonen Likelihood-Quotienten, dass ¢* die

Form
1, T(x)>c"™,

besitzt, wobei T'(x) = > | (z; — u)?. Folgern Sie, dass ¢* sogar gleichméflig bester
Test ist fiir
Hy:0=00 gegen H;:0 > og.

Zeigen Sie, dass ¢* sogar gleichméBig bester Test ist fiir
Hy:o0<o0y gegen Hj:o> oy.

Hinweis: Definieren Sie Z, = 0—12 S (X — ) Uberlegen Sie sich, dass die Ver-
teilung von Z, nicht mehr von o abhingt. Zeigen Sie dann, dass P,(¢* = 1) < «
qilt fiir o < oy.

Es ist bekannt, dass Z, ~ x2, wobei x? die Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheits-
graden bezeichnet. Es bezeichne X72z,1— o das (1—a)-Quantil dieser Verteilung. Zeigen
Sie, dass ¢** = 05 - X1 _q-

Wir driicken nun die Abhéngigkeit des Tests ¢* von o explizit aus, indem wir

ihn mit ¢} bezeichnen. Bestimmen Sie den Annahmebereich A(oy) := {z € R" :
5o () = 0} des Tests und damit ein gleichméBig bestes (1 — «)-Konfidenzintervall

S(X) fiir 0. Fiir welche falschen Parameter wurde dieses Intervall konstruiert?

Sei nun @ = 0.05. Werden Sie den Hersteller der Maschine auf Basis unserer
Beobachtungen und des Tests ¢* aus (b) vorwerfen, dass die Angabe der Stan-
dardabweichung falsch ist? Geben Sie auf Basis unserer Beobachtungen das 95%-
Konfidenzintervall fiir o aus (e) an.

Hinweis: Hier sind einige Quantile der x;-Verteilung: xipo05 = 3-94, Xf0005 =
18.31.



Beweis. (a) Die Dichte f, der gemeinsamen Verteilung P, = PXt%» yvon X, ..., X,

ist wegen der Unabhéangigkeit von X4, ..., X,, gegeben durch

fola) = et o) = I (o o (—rto =)

i=1

1 1 1 O )
= W';'exp T 952 (wi — )" |-

=1

Fiir o1 > 09 ist der Likelihood-Quotient ist daher gegeben durc

w52 (@ (s Eew)

mit z = (1, ..., x,). Der beste Test zum Niveau « € (0, 1) fiir die Hypothesen Hy, Hy
lautet daher nach dem (verallgemeinerten) Neyman-Pearson-Lemma 6.19:

1, L(x)>c,

¢'le) = {o, Liz) < &,

wobei ¢* bestimmt wird aus P, (¢* = 1) = Py, (L(x) > ¢).

An der Darstellung (3) sehen wir, dass L(z) fiir o1 > 09, also 2 — -5 > 0, monoton
0 1
wachsend in T'(z) := Y. (z; — p)? ist. Daher vereinfacht sich ¢* zu

o)1 T(x) >,
gb (:L‘) - {07 T(.]Z) § C**,

wobei nun ¢** bestimmt wird aus P, (¢* = 1) = P, (T(x) > ¢**). Da der gesam-
te Test ¢* und insbesondere die Bestimmungsgleichung fiir ¢** nicht mehr von o,
abhéngt, ist der Test ¢* auch gleichméfig bester Test fiir die Hypothesen Hy gegen
Hj.

Zu zeigen ist, dass fiir alle o < oy gilt, dass

P,(¢*=1) =P, (T(x) > ™) < .
Seien nun wieder X7, ..., X, -5 N (p1,0?). Dann sind £ ~ A/(0,1) standardnor-
malverteilte und unabhéngige Zufallsvariablen. Entsprechend ist die Verteilung von
Zy =31 (%)2 unabhéngig von ¢ und p. Das eigentliche Argument lautet: Die
gemeinsame Verteilung von X—U_H, t = 1,...,n héngt nicht mehr von ¢ ab, und Z,, ist
nur eine Funktion dieser n Zufallsvariablen. Wir erhalten mit ¢** > 0 gelten, dass

P,(¢* =1) = P(0? - Z, > ) (4)
= B(Z, > =) <Pz, > (;g> (5)
=P(og - Z, > ™) =P, (¢" = 1) (6)

Beachte nun, dass ein gleichméfig bester Test ¢** fiir die Hypothesen H{, gegen H
das folgende Optimierungsproblem Nr. 1 16sen muss: Fiir alle Tests ¢ : R” — {0, 1}
mit

Vo <oy:P,(p=1) <« (7)



gilt

Vo > o : Py (0™ =0) <P,(¢p =0).
Die Bedingung (7) ist stérker als die entsprechende Bedingung fiir einen gleichméfligen
Test von Hy gegen Hp, wo die Tests ¢ nur P, (¢ = 1) < « erfiillen miissen. Das
bedeutet, fiir das Optimierungsproblem Nr. 1 kommen weniger Tests in Frage als
fiir das Optimierungsproblem Nr. 2 von Hy gegen H;. Naturgemifl muss dann eine

Losung ¢** aus Optimierungsproblem Nr. 1 ”schlechter” sein als unsere Losung ¢*
von Optimierungsproblem Nr. 2, d.h. es gilt

Vo >o00: P,(¢™ =0)>P,(¢"=0).

Wir haben aber soeben in (4)-(6) gezeigt, dass ¢* sogar in der Menge der Tests
fiir das Optimierungsproblem Nr. 1 enthalten ist. Das bedeutet (da ¢** Losung des
Optimierungsproblems Nr. 1), dass

Vo >o00: P,(¢™ =0) <P, (¢*=0).
gilt. Entsprechend erhalten wir insgesamt
Vo >o00: P,(¢™ =0)=P,(¢" =0).

und damit die Tatsache, dass ¢* eine Losung des Optimierungsproblems Nr. 1 ist,
d.h. ¢* ist gleichméfig bester Test fiir H| gegen Hj.

Seien X1,..., X, s N (p, 03). Die Bestimmungsgleichung fiir ¢** lautet

0 =Foy(¢" = 1) = Py (T(2) > ) = P(03Z, > ™) = 1 = P(Z, < ).

Damit folgt

kk

*k

o
42 _ 2 2
- Xn,l—oa A ¢ =0 Xn,l—a'

P(Z, <

=1l—-a <«
57 =

In (a) bis (d) haben wir den gleichméfBig besten Test
. 1, T(z)>a} Xn o
(bao (SC) ( ) 0 1—
0 T(%) OXn,lfa

fiir die Hypothesen H) : 0 < 0 gegen Hj : 0 > 0 konstruiert. Der Annahmebereich
des Tests lautet demzufolge

A(og) ={z eR": ¢} () =0} ={z e R": T'(z )<<72an ot

o0

Fiir das Konfidenzintervall fiir o aus Satz 9.3 erhalten wir

S(X) = {0>0:X€A(0)} ={0>0:T(X)<0o’X}1_o}
NS
B an «a

_ f s )




Um die falschen Parameter zu ermitteln, die bei der Konstruktion dieses Konfi-
denzintervalls zugrunde lagen, miissen wir die Bereiche der Hypothesen genauer
studieren. Bei unserem Test haben wir Hypothesen der Form

H):0 € H(og) gegen Hj:o0€ K(og),

mit H(og) = (0,00] und K(oy) = (09, 00). Die falschen Parameter berechnen sich
durch

K(o)={6>0:0c K@)} ={>0:0€ (7,00} ={c>0:0>5}=(0,0).

(Dies folgt auch aus Bemerkung 9.5, erste Zeile). Das heifit, bei der Konstrukti-
on des Konfidenzintervalls waren wir daran interessiert, eine Untergrenze fiir die
Standardabweichung zu erhalten, und haben daher kleine o als falsche Parameter
deklariert.

(f) Fiir die konkreten Beobachtungen aus der Aufgabenstellung erhalten wir (beachte
p=>5,n=10):

n

T(X) = (X;—p)* =100,

i=1
und mit 0§ = 0.3> und X7 ;_, = X30095 = 18.31 ergibt sich
USXi,lfa = 165

Damit gilt fiir unsere Beobachtungen T'(X) > ogx; _,, d.h. ¢*(X) = 1. Wir ver-
werfen also die Nullhypothese und konnen statistisch gesichert davon ausgehen, dass
die angegebene Standardabweichung von oy = 0.3 zu klein ist. Wir sollten den Her-
steller deswegen kontaktieren.

Fiir das 95%-Konfidenzintervall fiir o aus (e) erhalten wir:

S 10
= — =10.74 .
[\/ o 3> ) = 07400
Aufgabe 5

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y : Q2 — R zwei Zufallsvariablen.

(a) Seien XY stochastisch unabhéngig. Zeigen Sie, dass gilt
Kov(XY,Y) = E[X] - Var(Y),
Var(XY) = Var(X)Var(Y) + E[X]? Var(Y) + E[Y]*Var(X).
(b) Gelte Var(X) = Var(Y). Zeigen Sie, dass
Kov(X +Y,X —Y) =0.

(c) Seien X,Y ~ Ber(1,p) unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter p € (0, 1).
Zeigen Sie, dass X +Y und X — Y nicht stochastisch unabhéngig sind.

Beweis. (a) Es ist

Kov(XY,Y) = E[XY?] — E[XY]E[Y]
= E[X|E[Y?] - E[X]E[Y]*
= E[X](E[Y?] - E[Y]*) = E[X]Var(Y)



und

Var(XY)
= E[(XY)’] - E[XY]* = E[X"[E[Y?] - E[X]*E[Y]*

- (Var(X)Var(Y) +E[XYE[Y]? + E[X]?E[Y?] — IE[X}QE[YF) ~ E[X]PE[Y]?
= Var(X)Var(Y) + E[Y}(E[X?] — E[X]?) + E[X]*(E[Y?] — E[Y]?)
= Var(X)Var(Y) + E[Y]*Var(X) + E[X]*Var(Y).

(b) Hier ist mit der Bilinearitidt/Symmetrie der Kovarianz

Kov(X +Y, X —Y) = Kov(X, X) —Kov(X,Y) + Kov(Y, X) —Kov(Y,Y)

~~
=0

= Var(X) — Var(Y) = 0.

(c) Esist
P(X+Y=0,X-Y=1)=P®0) =0,

da X +Y =0bei X,Y € {0,1} schon X =Y = 0 impliziert, aber dann X —Y =
0 # 1 gilt. Aber

PX+Y =0)-P(X-Y=1)=PX=0Y=0)-PX=1Y=0)

Damit ist PX +Y = 0,X —Y = 1) £ P(X +Y = 0)-P(X — Y = 1), bei

Unabhéangigkeit miisste hier aber Gleichheit gelten.
O



