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Aufgabe 1

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei stetig verteilte Zufalls-
variablen, deren gemeinsame Dichte durch

Fer(@y) = ¢ 2y Tgocreycs — {c cxy, 0<zx<y<2,
0, sonst

gegeben ist.

(i) Bestimmen Sie ¢ > 0, so dass fxy eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

(ii) Berechnen Sie die Randdichten fx und fy von X bzw. Y.
(iii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X +Y < 1) und P(2X >Y).
(iv) Bestimmen Sie E[X - Y.
(v) Sind XY stochastisch unabhéingig?

(14+142+1+1 Punkte)

Aufgabe 2

Sei (©2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : © — R zwei stochastisch un-
abhéngige und stetig verteilte Zufallsvariablen.

(i) Sei Z := X + Y. Zeigen Sie, dass Z ebenfalls stetig verteilt ist mit Wahrscheinlich-
keitsdichte

Fale) = [ 5 =)Aoy
Z wird auch als Faltung von X,Y bezeichnet.

(ii) Seien X,Y ~ &(N) exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie die
Verteilung von X + Y.

(iii) Seien nun X ~ N(u1,0?) und Y ~ N (p2,03) mit p1, s € R und o1, 09 > 0. Zeigen
Sie, dass
X +Y ~ N(u + pz, 07 + 03)

(iv) Es bezeichne nun fx bzw. fy die Wahrscheinlichkeitsdichten von X bzw. Y. Zeigen
Sie, dass die Dichte von Z := % gegeben ist durch

fz(2) = /R yl- fx(z-y) - fr(y)dy.

Sei nun X,Y ~ N(0, 1) standardnormalverteilt. Berechnen Sie die Dichte von Z.

(2+1+2+42 Punkte)



Aufgabe 3

Ein sechsseitiger, fairer Wiirfel wird zweimal (unabhéngig voneinander) geworfen. Seien
X, Y Zufallsvariablen, welche die zwei Ergebnisse der Wiirfelwiirfe angeben.

(i) Geben Sie die gemeinsame Zahldichte px y (z,y) fir die Zufallsvariablen X, Y an.

(ii) Wir definieren M := max{X,Y}. Berechnen Sie die gemeinsame Zahldichte px p(z, m)
von X, M.

(iii) Berechnen Sie die Randdichte py/(m) von M.
(iv) Berechnen Sie die Kovarianz Cov(X, M) := E[X - M| — E[X] - E[M].
(2+1+1+1 Punkte)

Aufgabe 4

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und Xy, ..., X, :  — R unabhéngig und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = u, Var(X;) = 0 und Verteilungsfunktion
F. Seien fiir t € R

R I ¢ ~ : Ly
X, ::EZZIX,., 52 .= Y (Xi—X,)? Eut) 2=5;1{X1§t}

n—14%
=1

der Stichprobenmittelwert, die Stichprobenvarianz und die empirische Verteilungsfunkti-
on.

T on—1

(i) Zeigen Sie, dass S? = -~ ((% S X2) - X_n2> Berechnen Sie E[S?] in Termen

von n, ji, o2,

(i) Berechnen Sie die Verteilung von n-F, (t) und geben Sie dann E[F}, (¢)] und Var(F,(t))
in Termen von n, F(t) an.

(2+2 Punkte)

Geben Sie die Losungen bis spétestens Freitag, den 9. Dezember 2022 um 11:15
Uhr im 1. Stock in INF 205 (Mathematikon) vor dem Dekanat in den dafiir vorgesehenen
Zettelkasten ab.



