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Aufgabe 1

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : Ω→ R zwei stetig verteilte Zufalls-
variablen, deren gemeinsame Dichte durch

fX,Y (x, y) = c · xy · 1{0≤x≤y≤2} =

{
c · xy, 0 ≤ x ≤ y ≤ 2,

0, sonst

gegeben ist.

(i) Bestimmen Sie c > 0, so dass fX,Y eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

(ii) Berechnen Sie die Randdichten fX und fY von X bzw. Y .

(iii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X + Y ≤ 1) und P(2X ≥ Y ).

(iv) Bestimmen Sie E[X · Y ].

(v) Sind X, Y stochastisch unabhängig?

(1+1+2+1+1 Punkte)

Aufgabe 2

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : Ω → R zwei stochastisch un-
abhängige und stetig verteilte Zufallsvariablen.

(i) Sei Z := X + Y . Zeigen Sie, dass Z ebenfalls stetig verteilt ist mit Wahrscheinlich-
keitsdichte

fZ(z) =

∫
R
fX(z − y)fY (y)dy.

Z wird auch als Faltung von X, Y bezeichnet.

(ii) Seien X, Y ∼ E(λ) exponentialverteilt mit Parameter λ > 0. Berechnen Sie die
Verteilung von X + Y .

(iii) Seien nun X ∼ N (µ1, σ
2
1) und Y ∼ N (µ2, σ

2
2) mit µ1, µ2 ∈ R und σ1, σ2 > 0. Zeigen

Sie, dass
X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2)

(iv) Es bezeichne nun fX bzw. fY die Wahrscheinlichkeitsdichten von X bzw. Y . Zeigen
Sie, dass die Dichte von Z := X

Y
gegeben ist durch

fZ(z) =

∫
R
|y| · fX(z · y) · fY (y)dy.

Sei nun X, Y ∼ N (0, 1) standardnormalverteilt. Berechnen Sie die Dichte von Z.

(2+1+2+2 Punkte)



Aufgabe 3

Ein sechsseitiger, fairer Würfel wird zweimal (unabhängig voneinander) geworfen. Seien
X, Y Zufallsvariablen, welche die zwei Ergebnisse der Würfelwürfe angeben.

(i) Geben Sie die gemeinsame Zähldichte pX,Y (x, y) für die Zufallsvariablen X, Y an.

(ii) Wir definierenM := max{X, Y }. Berechnen Sie die gemeinsame Zähldichte pX,M(x,m)
von X,M .

(iii) Berechnen Sie die Randdichte pM(m) von M .

(iv) Berechnen Sie die Kovarianz Cov(X,M) := E[X ·M ]− E[X] · E[M ].

(2+1+1+1 Punkte)

Aufgabe 4

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n ∈ N und X1, ..., Xn : Ω→ R unabhängig und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X1] = µ, Var(X1) = σ2 und Verteilungsfunktion
F . Seien für t ∈ R

Xn :=
1

n

n∑
i=1

Xi, S2
n :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2, F̂n(t) :=
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t}

der Stichprobenmittelwert, die Stichprobenvarianz und die empirische Verteilungsfunkti-
on.

(i) Zeigen Sie, dass S2
n = n

n−1

((
1
n

∑n
i=1X

2
i

)
−Xn

2
)

. Berechnen Sie E[S2
n] in Termen

von n, µ, σ2.

(ii) Berechnen Sie die Verteilung von n·F̂n(t) und geben Sie dann E[F̂n(t)] und Var(F̂n(t))
in Termen von n, F (t) an.

(2+2 Punkte)

Geben Sie die Lösungen bis spätestens Freitag, den 9. Dezember 2022 um 11:15
Uhr im 1. Stock in INF 205 (Mathematikon) vor dem Dekanat in den dafür vorgesehenen
Zettelkasten ab.


