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Aufgabe 1

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei unabhéngige Zufalls-
variablen.

(i) Seien X ~ P(A), Y ~ P(u) Poisson-verteilt mit Parametern A, u > 0. Berechnen
Sie die Verteilung von 7 := X 4+ Y.

(ii) Seien X,Y ~ RI0, 1] gleichverteilt auf [0, 1]. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeits-
dichte fz von Z := max(X,Y).

(142 Punkte)

Aufgabe 2

Ein Hersteller behauptet von seinen Gliihbirnen, dass diese 10 Kilostunden lang Licht
spenden, ehe sie durchbrennen. Wir sind skeptisch und vermuten, dass die wahre Le-
bensdauer der Glithbirnen geringer ist. Fiir eine statistische Untersuchung nehmen wir
an, dass die Lebensdauer (in Kilostunden) einer Glithbirne Exponential-verteilt ist mit
unbekanntem Parameter A\ > 0, wobei in dieser Modellierung (vgl. Erwartungswert einer
Exponentialverteilung) dann % fiir die mittlere Lebensdauer steht. Wir kaufen n = 10
Glithbirnen, und erhalten folgende Lebensdauern (in 1000 Stunden):

182[44]73[51[102[12655[93[71]38]

(a) Sei n € N und seien X3, ..., X, Ke (A\) Exponential-verteilt mit Parameter A > 0.

Nutzen Sie das auf (R", B(R")) verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma, um einen
besten Test ¢* : R™ — {0, 1} fiir die einfachen Hypothesen

Hy: X=Xy gegen H;: A=)\

mit A\; > A¢ zum Niveau a € (0, 1) anzugeben.

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst die Dichte fy der gemeinsamen Verteilung Py =
PXuXn gon X, ..., X,

(b) Vereinfachen Sie ¢*, indem Sie zeigen, dass der Likelihood-Quotient monoton ist.
Folgern Sie, dass ¢* sogar gleichméflig bester Test ist fiir

Ho: X=Xy gegen Hj:\> )\

(c) Zeigen Sie, dass ¢* sogar gleichméflig bester Test ist fiir
Hj:A<MXo gegen Hj:\> ).

Hinweis: Definieren Sie Z, = X-Y " | X;. Uberlegen Sie sich, dass die Verteilung
von Zy, nicht mehr von X\ abhingt. Zeigen Sie dann, dass P,(¢* = 1) < « gilt fir
A< g



(d) Es ist bekannt, dass Z,, ~ I'(n, 1), wobei ['(n, 1) die Gamma-Verteilung bezeichnet.
Es bezeichne I'y, ; , das a-Quantil dieser Verteilung. Berechnen Sie ¢** in Termen
von Ag und I', ;4.

(e) Wir driicken nun die Abhéngigkeit des Tests ¢* von A explizit aus, indem wir
ihn mit ¢}  bezeichnen. Bestimmen Sie den Annahmebereich A(Ag) := {z € R™ :
@3, (7) = 0} des Tests und damit ein gleichméfig bestes (1 — a)-Konfidenzintervall
S(X) fiir A. Fiir welche falschen Parameter wurde dieses Intervall konstruiert?

(f) Sei nun o = 0.05. Werden Sie den Hersteller der Gliithbirnen auf Basis unserer
Beobachtungen und des Tests ¢* aus (b) vorwerfen, dass die Angabe der Stan-
dardabweichung falsch ist? Geben Sie auf Basis unserer Beobachtungen das 95%-
Konfidenzintervall fiir A aus (e) an.

Hinweis: Hier sind einige Quantile der I'(n, 1)-Verteilung: I'1 1,005 = 5.426, I'10.1,0.95 =
15.706.

(2+1+2+1+4241 Punkte)

Aufgabe 3

Seien X1, ..., X, SN (1, 02) normalverteilt mit Parameter 1 € R und festem o2 = 5, und
., = PX1Xn die gemeinsame Verteilung dieser Zufallsvariablen.

(a) Sei pp € R. Zeigen Sie, dass

1, -1 T-L_ Til > 2o . _a,
¢ R — {07 1}7 qb(l'h ,xn) = { |H}O ! Zl_l | Vn T 2
0, sonst

ein Test zum Niveau a € (0,1) fiir die Hypothesen

Ho:p=po gegen Hi:p# po

ist, wobei 1« das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet.

(b) Konstruieren Sie mittels Satz 9.3 aus ¢ ein (1 — a)-Konfidenzintervall S(X) fiir p.

(c¢) Sei nun o = 0.1. Wie grofl muss die Anzahl der Beobachtungen n gewéhlt werden,
damit die Lange von S(X) kleiner als 1 ist?

(24+1+1 Punkte)

Geben Sie die Losungen bis spétestens Freitag, den 16. Dezember 2022 um 11:15
Uhr im 1. Stock in INF 205 (Mathematikon) vor dem Dekanat in den dafiir vorgesehenen
Zettelkasten ab.



